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PREFACE 








~'u premier abord, l'étude des espaces abstraits peut 
apparaitre dune généralité excessive. C’est pourquoi jai 
rappelé —dans la Préface au premier des Exposés d’ Ana- 
lyse Générale : L’ Arithmétique de Vinfini, — que la 
généralité des « espaces » abstraits est encore dépassée 
par celle des « ensembles » abstraits. Or, ceux-ci sont a la base de 
la théorie des nombres ordinaux et cardinaux, théorie maintenant 
entrée dans le domaine classique de la Science. 

St Von veut se conformer a Vordre logique de généralité décroissante, 
il convient donc de faire suivre l’ Arithmétique de V’infini de lV’ étude 
des propriétés des espaces abstraits les plus généraux. C’est objet 
méme de cet ouvrage. 

En Vécrivant, M. Appert devait nécessairement faire connaitre 
les résultats de ses intéressantes recherches (*). Mais ces résultats, 
— gut venaient compléter un ensemble déja important de résultats 
antérieurement acquis par d’autres auteurs, — ne pouvaient étre bien 
appréciés et compris que st ces résultats antérieurs étaient rappelés. 
Qn aurait pu se borner, — comme jel’ ai fait dans mon livre sur « Les 
espaces abstraits », — ad donner les énoncés de ces résultats et a ren- 
voyer, pour leurs démonstrations, aux mémoires originaux. Seulement 
ces démonstrations sont dispersées dans différents périodiques, et elles 
s’enchevétrent les unes dans les autres. Il a done paru qu’on rendrait 
grand service d ceux qui s’intéressent a la théorie des espaces abstraits 


(4) La contribution personnelle de M. Appert est résumée aux pages VIII-X! 
de l’Avant-Propos qui suit. Les théorémes qui lui sont dis sont distingués 
dans le cours de l’ouvrage, sur ma demande, par des astérisques. 
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enrassemblant dans un méme ouvrage de référence, comme celut-ci, non 
seulement les énoncés anciens et nouveaux, mais les démonstrations des 
uns comme des autres. Nous devons étre reconnaissants d M. Appert 
davoir bien voulu, en rédigeant cet ouvrage, se donner cette seconde 
tdche aussi bien que la premiere. Il y a d’ailleurs fort bien réussi : le 
lecteur appréciera la rigueur et la clarté de son Exposé. 

Je voudrais maintenant préciser un peu la matiére traitée. 

On a réuni ici un grand nombre de celles des propriétés de espace 
euclidien (et des fonctions ordinaires) qui peuvent s’étendre a des 
espaces abstraits (ou a des fonctions abstraites). Certaines propriétés 
ne sont généralisables qu’aux espaces abstraits introduits dans ma 
Thése : ceux oi Von peut définir une limite ou une distance. On a 
laissé presque complétement de cété ces propriétés, et on s’est borné, 
en principe, a celles qui s’étendent a des espaces beaucoup plus 
généraug. 

M. Appert s’est principalement occupé des espaces que j'ai définis 
pour la premiére fois en 1917 sous le nom d’espaces (V). Cette limi- 
tation présente un double avantage. Elle met d’abord en évidence que 
Pénorme extension en généralité réalisée depuis ma Thése par l’in- 
troduction des espaces (©) — et encore assez peu connue —, si elle 
s'est nécessairement un peu accomplie aux dépens de Vefficacité, a 
laissé encore la part belle a celle-ci. Cette méme limitation du sujet 
permet, en outre, de s’écarter un peu moins du type moyen de la col- 
lection des Actualités Scientifiques, ouvrages dont Vexiguité est Pun 
des principaux mérites. Et pourtant, il a fallu étendre & deux tomes, 
cette étude des espaces (0). Mais gu’entendons-nous par es paces (%) ? 

Les espaces () sont les espaces ou, a chaque élément (ow point), a, 
est attachée une famille d’ensembles Va absolument quelconques 
composés de points de cet espace et or ces ensembles Va sont considérés 
comme voisinages du point a. Un point a est alors considéré comme 
infiniment voisin dun ensemble E de points de espace ow — en 
termes plus modernes — comme faisant partie de l'ensemble dérivé 
E’ de E, ou encore comme point daceumulation de EK, st, & tout voi- 
sinage de a appartient au moins un point (distinct de a) de E. 

Une telle définition des points @ accumulation était déja employée 
dans Vespace linéaire en prenant pour voisinage de a, un intervalle 
de milieu a. Elle s’étendait aussi naturellement aux espaces abstraits, 
nommeés espaces (&) dans ma Thése — et que j’appelle maintenant 
espaces distanciés — en prenant pour voisinages de a les « sphéroides » 
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de centre a. Elle avait aussi été employée plus tard par M. Hausdorff 
dans son remarquable ouvrage « Mengenlehre » paru en 1914, pour 
définir des espaces plus généraux encore que les espaces distanciés. 
Mais dans tous ces cas, les familles de voisinages étaient soumises a 
des conditions soit explicites, comme les conditions A), B), C), D) de 
M. Hausdorff, soit implicites comme celles qui résultent del’ existence 
dune distance. La notion d’un voisinage non conditionné qui carac- 
térise les espaces (©) offre un certain intérét philosophique en mon- 
trant combien est vaste le domaine possible de la topologie. Le risque 
a courir était d’aboutir a des espaces si généraux que l’extension des 
propriétés euclidiennes a ces espaces en devint a peu prés impossible. 
Assurément cette extension n'est et ne devait pas étre totale comme 
il a été déja observé plus haut. Pourtant, peu de temps aprés la pu- 
blication de la définition des espaces (0), quelques auteurs (dont mot- 
_méme), ont pu étendre a l’espace (©) un assez grand nombre des 
propriétés euclidiennes. M. Appert rappelle ces propriétés et en 
ajoute ict d autres. 

En étudiant les Tomes I et II de son ouvrage, on sera peut-étre 
méme surpris de voir combien on veut tirer de la simple donnée de 
voisinages absolument quelconques. 

Ce fait mériterait Vattention de ceux qui s’intéressent aux fonde- 
ments de la géométrie. Mais le présent ouvrage présente aussi une 
autre utilité, celle d’alléger la préparation et la composition @un 
Exposé analogue ow se trouveront rassemblées les démonstrations 
éparses de propriétés de ceux des espaces abstrauts les plus aptes aux 
applications : les espaces distanciés et, plus particuliérement, les 
espaces vectoriels distanciés. 

Maurice FRECHET. 
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four qu’un ensemble P d’objets de nature quel- 
conque puisse étre considéré comme un « espace », il est 
i) NZ nécessaire de s’étre donné non seulement les éléments 
Giles ou « points » de ensemble P, mais aussi d’avoir pré- 
cisé certaines relations de proximité ou de situation 

de ces points les uns par rapport aux autres. Pour donner une 
forme précise a cette idée, nous considérerons un « espace » comme 
défini si l’on s’est donné d’une part l’ensemble P de ses points, 
et d’autre part une opération K, appelée dérivation, faisant cor- 
respondre a tout ensemble E de points de P, l’ensemble E’= K (E) 
des points qui seront considérés comme infiniment voisins de l’en- 
semble E. L’ensemble E’ sera dit le dérivé de E ou l’ensemble des 
« points d’accumulation » de E. Si on laisse indéterminés dans une 
mesure plus ou moins large l’ensemble P et l’opération K, l’étude 
de l’espace envisagé fournira les propriétés communes a toute une 
classe d’espaces quand on fait abstraction de leurs différences ; 
d’ou le nom d’espace abstrait donné dans ce cas au systéme (P, K). 
L’objet de cet ouvrage est l’étude des propriétés des espaces 
abstraits les plus généraux, c’est-a-dire de ceux ot l’opération K 
est soumise 4 des conditions aussi peu restrictives que possibles. 
Parmi ceux-ci nous nous occuperons principalement des espaces (0) 
introduits par M. FrecHET au moyen de la notion de famille 
de voisinages attachée A chaque point de l’espace. On peut égale- 
ment définir un espace (0) comme un systéme (P,K) dont on sup- 
pose seulement qu’il satisfait aux deux conditions suivantes, « la 
propriété pour un point a d’étre infiniment voisin d’un ensemble E 
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ne doit dépendre que des éléments de E distincts de a», et « tout 
point infiniment voisin d’une partie d’un ensemble est infiniment 
voisin de cet ensemble ». Ces deux conditions paraissent si naturelles 
qu’il semble qu’un systéme (P,K) ne satisfaisant pas a ces condi- 
tions, ne mériterait plus guére le nom d’espace. 

Le lecteur trouvera dans cet ouvrage un exposé d’ensemble des 
propriétés des espaces (0). Nous ne prétendons pas, il est vrai, 
avoir passé en revue dans les pages qui vont suivre, tous les résul- 
tats se rattachant a la théorie des espaces (%) et qui ont pu étre 
publiés. Nous avons di nous borner a un certain nombre de ques- 
tions importantes que nous avons traitées 4 fond et qui cons- 
tituent par leur variété une vue d’ensemble des propriétés de ces 
espaces. 

M. FrecHet, puis MM. CuirrENDEN, TycHoNorr et VEDENIS- 
soFF, etc., avaient déja étendu aux espaces () beaucoup de pro- 
priétés d’espaces moins généraux tels que les espaces accessibles, 
les espaces de Hausporrr et les espaces distanciés. Nous avons 
pu compléter leur travail sur un certain nombre de points se rat- 
tachant en particulier aux notions d’ensemble connexe et bien 
enchainé et 4 la notion de transformation continue. De plus nous 
avons été amené a constater qu’un grand nombre de propriétés 
des espaces abstraits plus particuliers que nous venons d’énumé- 
rer, propriétés qui ne s’étendent pas, ou ne s’étendent qu’en se 
compliquant beaucoup, aux espaces (%) les plus généraux, 
s’étendent cependant sous une forme simple aux espaces (%) 
satisfaisant 4 la condition suivante : 


a) L’opération de fermeture E = E + E' est telle que EB = E. 

Les simplifications dues a la réalisation de cette condition «) se 
- font sentir dans toutes les parties de la théorie des espaces (%), 
mais principalement dans toutes les questions se rattachant a 
la notion d’ensemble compact (ensembles qui généralisent les 
ensembles euclidiens bornés). En particulier, nous avons pu for- 
muler, dans les espaces (¥) vérifiant a), diverses conditions simples 
qut sont 4 la fois nécessaires et suffisantes pour que chaque fonction- 
nelle semi-continue supérieurement sur un ensemble E atteigne un 
maximum sur E. Ces conditions sont nouvelles a notre connais- 


Sance, méme dans le cas. plus particulier des espaces accessibles 
et des espaces de Hausporrr. 


AVANT-PROPOS 1X 


La condition E = E n’est pas absolument nouvelle car elle 
avait déja été envisagée par M. C. KuraTowsk1 (1). Nous croyons 
toutefois avoir mis en évidence Pimportance vraiment fonda- 
mentale de cette condition dans la topologie des espaces abstraits. 
En particulier, nous avons indiqué pour la premiére fois le réle 
simplificateur de cette condition dans la théorie de la compacité 
et le fait.qu’elle permet dans ce cas de diminuer le nombre des défi- 
nitions admises. Nous n’avons d’ailleurs fait presque aucun usage 
du Mémoire (?) de M. Kurarowsk1 qui s’était posé des problémes 
différents des ndétres. 

Dans un autre ordre d’idées, nous nous sommes également 
occupé des espaces (%) ou la dérivation est distributive (%), ¢’est-a- 
dire oi (E + F)' = E’ + F’;: cette étude nous a conduit a plu- 
sieurs résultats qui sont nouveaux a notre connaissance, du moins 
dans les espaces trés généraux que nous envisageons. Cette condi- 
tion de distributivité est loin de jouer l’important réle simplifica- 
teur de la condition E = E; toutefois nous avons pu constater 
que les espaces () satisfaisant 4 la fois 4 ces deux conditions 
jouissent de presque toutes les propriétés des espaces accessibles 
de M. FrEcHET, tout en étant plus généraux et d’une définition 
plus simple. 

Nous consacrons le VIII¢ Chapitre de cet ouvrage a |’étude des 
ordres de séparabilité. La question avait déja été abordée par 
M. Haratomi dans le cas des espaces distanciés (*); nous l’avons 
reprise a l’aide de définitions différentes et en nous placant dans le 
cas beaucoup plus général des espaces (1). Ces nouvelles définitions 
ont d’ailleurs lavantage de fournir dans les espaces distanciés des 
résultats plus simples que ceux de M. Haratomr. Nos recherches 
sur les ordres de séparabilité ont abouti, entre autres résultats 
nouveaux, a la définition pour tout espace (~) d’un nombre ecar- 


¢) «Sur lopération A de Analysis situs » Fund. Math., t. III, p. 182-199. 

(2) La plupart de nos propres résultats concernant la condition E = E avaient 
déja été obtenus et communiqués a M. Frécuet quand celui-ci nous a fait con- 
naitre ce Mémoire. 

@) Ces espaces ne sont autres que les espaces (1) satisfaisant a la deuxiéme 
condition proposée par M. F. Riesz pour la notion de point d’accumulation 
(« Stetigkeitsbegriff und abstrakte Mengenlehre. » Atti del IV Congresso inter- 
nazionale dei Matematici, Roma, vol. II, p. 19). 

(*) « Uber héherstufige Separabilitat und Kompaktheit » Japanese Journ. of 
math., vol. VIII, 1934, p. 113-441. 
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dinal transfini x, appelé ordre de cet espace. Alors beaucoup de 
propriétés des ensembles euclidiens ot intervient le nombre car- 
dinal x, des ensembles dénombrables — et en particulier diverses 
formes du théoreme de Canror-BENpIxson — s’étendent sans 
changement aux espaces () les plus généraux a la condition d’y 
remplacer x par l’ordre Ne Nous avons méme obtenu une géné- 
ralisation du théoréme de Canror-BENDIxsON qui fournirait dans 
espace euclidien des résultats intéressants 4 la condition d’ad- 
mettre que l’hypothése du continu ne soit pas exacte. 

Enfin, pour ce qui est du maximum des fonctionnelles continues 
et semi-continues sur un ensemble abstrait, nous avons pu établir 
que plusieurs théorémes fondamentaux indiquant les cas ou ce 
maximum existe et ot il est atteint, ne sont que des cas parti- 
culiers de l’invariance d’une certaine propriété (propriété que peut 
avoir un ensemble d’étre ce que nous appelons compact en soi au 
sens large) relativement 4 toute transformation continue. Il y a 
la un exemple intéressant de propositions d’Analyse fonctionnelle 
qui ne sont que des cas particuliers d’un théoréme plus simple 
d’Analyse générale. 

Il nous a paru avantageux de diviser cet ouvrage en deux Tomes: 
le Tome I comprend I’étude des ensembles ouverts, fermés, denses 
en soi et clairsemés, ainsi que des propriétés de connexion ; le 
Tome II comprend I’étude des notions de compacité et de sépara- 
bilité, ainsi que des transformations et fonctionnelles. Ces deux 
Tomes présentent des différences assez tranchées non seulement a 
cause des sujets traités, mais aussi A cause des modes de raisonne- 
ment employés. C’est ainsi que beaucoup de propositions emprun- 
tées a la théorie des nombres cardinaux transfinis et inutiles a 
Pintelligence du Tome I, interviennent presque constamment dans 
le Tome II et nous ont paru devoir étre résumées au début de ce 
dernier Tome. 

A ce propos, nous tenons a prévenir le lecteur que nous admet- 
tons l’axiome de ZERMELO avec toutes ses conséquences. D’ailleurs, 
et nous ne sommes pas le seul, nous avons le cerveau fait de telle 
maniére que cet axiome, con¢u comme un simple axiome d’exis- 
tence, nous apparaisse comme tout & fait évident, d’une évidence 
du méme ordre que celle du principe de non-contradiction. 

Nous ne saurions trop insister sur l’intérét que présente pour 
la philosophie des mathématiques, la théorie des espaces abstraits 
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les plus généraux. De méme que I|’Analyse vectorielle traite des 
propriétés communes aux champs de forces, de vitesses, de tour- 
billons, aux champs magnétiques et électriques, etc., de méme 
P’étude des propriétés des espaces abstraits les plus généraux four- 
nit le substrat commun a un grand nombre de théories analyti- 
ques et géométriques. De plus, comme ces propriétés doivent étre 
démontrées en faisant appel 4 des hypothéses aussi peu restric- 
tives que possibles, d’autant moins restrictives que l’espace est 
plus général, et que l’intuition géométrique, tout en jouant un 
grand réle dans la recherche, doit alors étre absolument éliminée 
dans |’établissement de la preuve, l’étude des propriétés envisa- 
gées et de leurs démonstrations est débarrassée de beaucoup d’élé- 
ments inutiles et permet de mieux pénétrer ce qu’il y a en elles 
de vraiment essentiel. 

On trouverait une bibliographie trés compléte des publications 
se rapportant aux espaces abstraits, du moins de celles antérieures 
a 1928, ala fin de l’Ouvrage de M. Fricuer: « Les espaces abstraits 
et leur théorie considérée comme introduction 4 !’Analyse générale » 
(Paris, Gauthier-Villars, 1928). Nous aurons fréquemment !’occa- 
sion de renvoyer a cet ouvrage que nous désignerons par I’abré- 
viation E. A. 

Avant de terminer cette trop longue introduction, nous tenons 
a exprimer nos sentiments de bien vive reconnaissance 4 M. Fre- 
cHET, le créateur de la théorie des espaces abstraits, pour l’intérét 
qu’il a bien voulu porter a nos recherches et pour les précieux con- 
seils par lesquels il les a guidées. 


Antoine APPERT. 
(Versailles, décembre 1933.) 


NOTE SUR LA DISPOSITION TYPOGRAPHIQUE 
EMPLOYEE 


Nos Chapitres et nos § seront numérotés avec des chiffres ro- 
mains : Chapitres I, II, III, ..., § 1, § II, § III, ... Quand nos ren- 
vois ne feront pas mention du Chapitre, il s’agira toujours de ren- 
vois a l’intérieur d’un méme Chapitre. 

Nos théorémes seront numérotés avec des chiffres arabes 1), 2), 
3), ..., le numérotage commencant par 1) au début de chaque 
Chapitre. 

Comme nous démontrerons beaucoup de résultats déja obtenus 
par d’autres auteurs, nous croyons utile de signaler par un * les 
résultats qui sont nouveaux 4 notre connaissance. 

Enfin nous devons prévenir le lecteur que, toutes les fois que nous 
énoncerons une définition ou un théoréme sans indiquer dans 
’énoncé méme a quel espace cette définition ou ce théoréme s’ap- 
plique, il sera toujours sous-entendu qu’il s’applique a l’espace (%) 
le plus général. D’ailleurs cette convention n’interviendra effecti- 
vement qu’a partir du Chapitre V. 


TOME | 


ENSEMBLES OUVERTS, FERMES, 
DENSES EN SOI, CLAIRSEMES. CONNEXION 


CHAPITRE I 


LES ESPACES TOPOLOGIQUES ET LES ESPACES (%) 


Notre but dans ce Chapitre est d’une part de définir les espaces 
topologiques qui peuvent étre considérés comme les espaces abs- 
traits de généralité maxima, et d’autre part de définir les espaces 
(9) dont la généralité est encore telle quwils contiennent comme 
cas particuliers tous les espaces abstraits dont étude ait paru 
jusqu’ici présenter quelque utilité. Pour cela il sera bon de rappe- 
ler quelques notions élémentaires de théorie des ensembles ; c’est 
ce que nous ferons dans les § I, II et III qui vont suivre. 





§ I. Notations. Soient E, F, G...... des ensembles dont les 
éléments sont des objets de nature quelconque. 

Pour exprimer qu’un objet p est élément d’un ensemble E nous 
écrirons avec M. G. PEANo 


peek. 


Nous aurons a4 considérer des ensembles dont les éléments sont 
eux-mémes des ensembles ; dans ce cas, au lieu de dire « ensemble 
d’ensembles », nous dirons souvent « famille d’ensembles ». 

Quand deux ensembles E et F ont les mémes éléments nous 
dirons quils sont identiques et nous écrirons 

E=F. 


A. APPERT. 
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Si E et F ne sont pas identiques nous écrirons E = F. 

Nous désignerons par (a) l'ensemble formé d’un seul élément 
qui est objet a. . 

Nous désignerons l’ensemble vide par 0. La relation E + 0 si- 
gnifie que l'ensemble E contient au moins un élément. 

Si tout élément de ensemble E est élément de l’ensemble fF, 


nous écrirons 


ECF ou FS E: 


Nous dirons alors que E est un sous-ensemble de F ou est con- 
tenu dans F ou est une partie de F ; nous dirons alors aussi que 
F contient E. La relation E C F est appelée inclusion. 

Il sera commode pour la généralité de certains énoncés, de consi- 
dérer ensemble vide comme un sous-ensemble de tout ensemble. 


Considérons des ensembles 





§ II. Opérations sur les ensembles. 
1Orea Da page 

L’ensemble de tous les éléments qui appartiennent 4 l’un au 
moins des ensembles E, F, G,... est appelé somme de ces ensembles 
et sera désigné par 


E+F+G-+---, 


L’ensemble de tous les éléments qui appartiennent a la fois & 
tous les ensembles E, F, G,... est appelé produit de ces ensembles 
et sera désigné par 

RRGe: 
ou encore par 
Pee bisa: 
Nous désignerons aussi ce produit par la locution « ensemble 


commun ou partie commune aux ensembles E, F, pene » 


L’ensemble de tous les éléments qui appartiennent & un ensemble 
E sans appartenir 4 un ensemble F est appelé différence de ces 
deux ensembles et sera désigné par 


EK —F. 


Deux ensembles E et F sont disjoints s’ils n’ont aucun élément 
commun, c’est-a-dire si EF — 0, 


PROPRIETES DES ESPACES ABSTRAITS LES PLUS GENERAUX 3 


§ III. Complémentaire d’un ensemble. 
définition : 

P — E = complémentaire de E par rapport a P. 

Dans les développements qui suivront, nous aurons constam- 
ment a considérer des sous-ensembles E, F, G,..... d’un certain 
ensemble P donné une fois pour toutes. P sera ensemble des élé- 
ments ou points d'un certain espace ; EH, F, G,... seront des ensembles 
de points de cet espace. Alors, quand nous parlerons de comple- 
mentaires, il s’agira toujours, sauf mention expresse du contraire, 
de complémentaires par rapport 4 P, c’est-a-dire par rapport a 
Vespace tout entier. 

Nous poserons pour tout ensemble E de points de P : 





Si E C P on pose par 


C(E) = P — E = complémentaire de E. 


Pour tous les sous-ensembles de l’ensemble donné P on a les 
propriétés suivantes : 


E.C(E)=0, C[C(E)]=E. 


On a les théorémes classiques suivants, dont la démonstration 
est immédiate : 

Le complémentaire dun produit est la somme des complémen- 
taires des facteurs. 

Le complémentaire dune somme est le produit des complémen- 
taires des termes de cette somme. 

La relation EC F équivaut a 


C(E) D C(F). 
On a Videntité 
B— F=E-C(F), 
Vou 
C(E — F) = C(E) + F. 


Toutes ces propriétés nous serviront souvent dans la suite. 


§ IV. Les espaces topologiques. — On peut considérer un espace 
abstrait comme défini si l’on s’est donné d’une part ’ensemble P 
de ses « points », et d’autre part une opération 


E' = K(E) 


faisant correspondre 4 chaque sous-ensemble E de P l’ensemble 
E’ des points qui seront considéreés comme infiniment voisins de 
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E. L’ensemble E’ sera dit le dérivé de E ou l’ensemble des points. 
@accumulation de E ; Vopération K sera appelée l’opération de 
dérivation. 

Notre but est de formuler la conception d’un espace abstrait 
dont la généralité soit en quelque maniére maxima. Pour cela on 
pourrait songer & laisser tout a fait arbitraires l'ensemble P et 
Vopération K ; mais il nous a semblé quw’il y a deux conditions 
telles que, si elles n’étaient pas réalisées, les points de E’ = K (E) 
ne correspondraient plus en rien 4 la notion intuitive de points 
infiniment voisins de E. Ces conditions sont les suivantes : 


a) L’ensemble E' (qui est un sous-ensemble de P et qui peut étre 
vide) est défini et unique pour chaque sous-ensemble non vide E de P. 

b) Pour qwun point a appartienne a E' il faut et il suffit que 
E — (a) soit non vide et que a appartienne a [E — (a)]’. 

Cette condition b) peut s’exprimer d’une maniére intuitive en 
disant que la propriété pour un point a d’étre infiniment voisin 
d’un ensemble E ne doit dépendre que des éléments de l’ensemble 
E — (a) supposé non vide. 

Ces remarques nous aménent a adopter (*) la définition sui- 
vante d’un espace topologique, entendant par espace topologique 
Pespace abstrait le plus général : 

Un espace topologique est un systéme (P, K) constitué par un 
ensemble arbitrairement choisi P (qui est ensemble des « points » 
de l’espace) et par une opération E’ = K (E) dont on suppose 
seulement qu’elle satisfait aux conditions a) et bd). 

I] nous sera commode d’introduire dans les espaces topologiques 
le dérivé de l’ensemble vide ; ce dérivé devra étre considéré comme 
vide en vertu de b). 


§ V. L’intérieur d’un ensemble. — Nous adoptons la définition 
suivante dans l’espace topologique le plus général : 

Un point aest intérieur 4 un ensemble E s'il appartient & E tout 
en n’étant point d’accumulation d’aucun sous-ensemble de C(E). 

L’intérieur d’un ensemble sera l’ensemble des points qui lui sont 
intérieurs. 

Cette définition apparait comme une traduction tres naturelle 





(*) Avec M. Frecuet (E. A., p. 167-1 68). 
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de la notion intuitive d’ « intérieur ». Elle peut s’exprimer par 
Pidentité : 
(intérieur de E) = E — (somme des dérivés des sous-ensembles de C(E)). 


Remarque. — Il résulte de notre définition que, dans tout espace 
topologique, on a la propriété suivante : 


Tout point intérieur a une partie d’un ensemble est intérieur a cet 
ensemble. 


Autrement dit ’Phypothése que 
| ane 
entraine que 
(intérieur de E) C intérieur de F, 


§ VI. La condition 1° de F. Riesz ('). — Nous appellerons 
ainsi la condition suivante : 


1° de F. Riesz. Pour deux ensembles quelconques E et F 
Phypothése que E C F entraine que E' C F’. 


Puisque nous considérons les points d’accumulation d’un 
ensemble comme les points infiniment voisins de cet ensemble, 
nous pouvons exprimer la condition 1° de F. Riesz sous la forme 
intuitive suivante : tout point infiniment voisin d’une partie d’un 
ensemble est infiniment voisin de cet ensemble. 

Dans un espace topologique vérifiant la condition 1° de F. Riesz 
notre définition de l’intérieur d’un ensemble peut s’exprimer par 
Pident:té suivante plus simple que celle du § précédent : 


(intérieur de E) = E — [C(E)]. 


§ VII. Les espaces () (7). — Par définition un espace (%) est 
un systéme (P, K) o& Vopération de dérivation K satisfait a la 
condition suivante : 


v) Il est possible d’associer ad chaque point a de P une famille 
{Vai d’ensembles Va de points de P de telle maniére que : 
La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point a soit point 


(1) Pour les conditions de M. F. Riesz, voir E. A., p. 181. 
(2) C’est & M. Fricuer (E. A., p. 172-173 et p.179) que sont dis l’intro- 
duction des espaces (0) et presque tous les résultats de ce Chapitre I. 
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@accumulation d’un ensemble E de points de P est que chaque Va 
contienne au moins un point de E distinct de a. 


Les Va seront appelés les voisinages de a; la famille ' Va} sera 
la famille des voisinages de a. 

Il résulte de cette définition qu’un espace (V) est bien défini si 
Yon s’est donné d’une part l'ensemble P de ses points, et d’autre 
part si ’on a associé & chaque point a de P une famille arbitraire- 
ment choisie de sous-ensembles de P, ces sous-ensembles étant 
considérés comme les voisinages de a. La donnée des voisinages 
détermine en effet ’opération de dérivation. 


Remarque 1. — On constate sans peine que la condition ¢) 
entraine les conditions a) et 6) imposées dans tout espace topolo- 
gique. Les espaces (©) sont donc certains espaces topologiques. 


Remarque \1. — Nous considérons lopération de dérivation K 
comme l’essentiel du concept d’espace. Nous sommes donc amené 
a considérer deux espaces (V) comme identiques s’ils sont composés 
des mémes points et si l’opération K est la méme dans ces deux 
espaces, ceci méme dans le cas ot cette opération serait définie 
par l’intermédiaire de familles de voisinages différentes. 

Par exemple, dans l’espace euclidien a trois dimensions, prenons 
pour voisinages de chaque point a les sphéres de centre a. Alors 
la définition habituelle des points d’accumulation des ensembles 
de points de espace euclidien nous sera fournie par la condition 
?). Mais la méme définition des points d’accumulation sera obte- 
nue en prenant comme voisinages d’un point quelconque a les 
cubes de centre a, ou les ellipsoides de centre a, ete... 

Nous dirons que deux familles de voisinages d’un point a, } Va} 
et | Wa}, sont équivalentes si elles définissent la méme opération de 
dérivation des ensembles. 

Nous donnerons au § 1X une condition nécessaire et suffisante 


pour que deux familles de voisinages d’un point a soient équiva- 
lentes. 


Remarque 111. — Soit Va} une famille de voisinages de a. 


Nous obtenons évidemment une famille équivalente en remplacant 


chaque Va par Va + (a). Nous pouvons donc supposer sans incon- 


venient que chaque point a appartient a tous ses voisinages. C'est 
ce que nous Ssupposerons toujours dans la suite. 
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§ VIII. Identité des espaces (©) et des espaces topologiques 
vérifiant la condition 1° de F. Riesz. Donnons-nous un espace 
topologique (P, K) vérifiant la condition 1° de F. Riesz, et soit a 
un point quelconque de cet espace. Posons 





$I, { = famille de tous les ensembles I, auxquels a est intérieur. 


Je vais montrer que } Ia} peut étre considérée comme une famille 
de voisinages de a au sens de la condition ¢). Soit en effet E un 
ensemble quelconque de points de l’espace considéré ; nous avons 
deux cas possibles : 

1° cas : a est point d’ accumulation de E. 

Je dis qu’alors tout Ia contient au moins un point de E distinct 
de a. En effet dans le cas contraire il existerait un Ia vérifiant 


[E — (a)]- 1, = 0. 


Or nous devons avoir, en vertu de la condition 6) imposée a 
tout espace topologique, 


ae [E—(a)J. 


Done a serait point d’accumulation d’un sous-ensemble de 
C (Ja), et, par conséquent, a ne serait pas intérieur a Ia contraire- 
ment a ’hypothese. 

2° cas : a n'est pas point d’accumulation de E. Posons alors 


I = C(E) + (a) ; 
ona 
C(I) = E — (a), 
(intérieur de I) = I — [E — (a)|’. 


a appartient a I, et, en vertu de la condition b), an’appartient pas 
a [E — (a)]’ ; done a est intérieur a I. Par conséquent l'ensemble 
I = C(E) + (a) est un Ia qui ne contient évidemment aucun 
point de E distinct de a. Done lhypothese que a n’est pas point 
d’accumulation de E entraine l’existence d’un Ia ne contenant 
aucun point de E distinct de a. 

Nous concluons de l’examen des deux cas 1° et 2° que la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que @ soit point d’accumulation 
d’un ensemble E de points de l’espace considéré est que tout Io 
contienne au moins un point de E distinct de a. Nous pouvons 
done énoncer le théoréme suivant : 
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Tout espace topologique (P, K) satisfaisant a la condition 1° de 
F. Riesz est un espace (%), et on peut y prendre comme famille de 
voisinages d’un point quelconque a la famille {Iat des ensembles Ia 
auxquels a est intérieur. 

Réciproquement tout espace () est un espace topologique véri- 
fiant la condition 1° de F. Riesz. On voit en effet de suite que la 
condition ¢) implique que tout point d’accumulation d’une partie 
d’un ensemble est point d’accumulation de cet ensemble. 

Nous pouvons donc conclure qu’il y a identité entre un espace 
(%) et un espace topologique vérifiant la condition 1° de F. Riesz. 


§ IX. Familles de voisinages équivalentes. — Démontrons le 
théoréme suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles } Va 
et | Wai de voisinages de a soient équivalentes est que tout voisinage 
Va contienne un voisinage Wa et réciproquement. 

Il est bien entendu dans cet énoncé que le point a appartient 
par hypothése 4 tous ses voisinages Va et Wa. 

Démonstration. 1) Supposons remplie la condition, tout Va con- 
tient un We et réciproquement. Si alors tout We contient un point 
de E distinct de a, il en est de méme pour tout Va ; et réciproque- 
ment si tout Va contient un point de E distinct de a, il en est de 
méme pour tout We. Les familles } Va} et {Wa} sont par consé- 
quent équivalentes. 

2) Supposons au contraire que la condition, tout Va contient 
un Wa et réciproquement, ne soit pas remplie. Alors il existe, par 
exemple, un Va, que je désigne par Va’, ne contenant entiérement 
aucun Wa. Alors tout We contient au moins un point de C (Va), et 
ce point est nécessairement distinct de a. 

Ainsi, relativement & lopération de dérivation définie par la 
famille } Wa, a est point d’accumulation de C (Va°) ; au contraire, 
relativement & l’opération de dérivation définie parla famille {Ve}; 
a n’est pas point d’accumulation de C (Va). Les familles ' Va} et 
} Wai ne sont done pas équivalentes. 


C.00. eens 


§ X. Relations entre les notions d’intérieur et de voisinage. 
* Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que, dans un 
q) i ‘ 
espace (0), une famille } Va} d’ensembles Va puisse étre considérée 
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“ 


comme une famille de voisinages de a est que les deux conditions sui- 
vantes soient remplies : 

1) a est intérieur a chaque Va. 

2) Pour tout ensemble E auquel a est intérieur il existe un Va 
appartenant entiérement a E. 

Cette condition est intéressante car les points intérieurs a un 
ensemble ont été définis en termes ne faisant intervenir que Popé- 
ration de dérivation. 

Démonstration. — Posons comme plus haut : 

, la} = famille de tous les ensembles Ie auxquels aest intérieur. 

Nous avons vu que } Ja; peut étre prise comme famille de voisi- 
nages de a. Donec une condition nécessaire et suffisante pour que 
| Va{ puisse étre considérée comme une famille de voisinages de a 
est que } Va{ et } Io} soient équivalentes, ¢’est-a-dire que les deux 
conditions suivantes soient remplies : 

1° Tout Va contient un Ia. 

2° Tout Ic contient un Va. 

La condition 2° est identique 4 2). D’autre part, si 1) est réali- 
sée, tout Va contient un Ia gui est Va lui-méme, done 1° est vraie. 
Inversement, si 1° est réalisée, tout Va contient un ensemble 
auquel a est intérieur ; or nous avons vu que tout point intérieur 
a une partie d’un ensemble est intérieur a cet ensemble ; donc a 
est intérieur 4 chaque Va et 1) est vraie. Par conséquent la condi- 
tion 1) est équivalente a 1°. G. 0. F. D. 

On déduit immédiatement de ce théoréme les corollaires suivants : 

Dans un espace (%), chaque point a est intérieur a chacun de ses 
voisinages. 

Ainsi toute famille de voisinages de a est nécessairement 
extraite de } Ia 3 On peut done dire que la famille \ Ia { des ensembles 
I. auxquels a est intérieur, constitue la famille de voisinages de a 
la plus riche possible. 

Dans un espace (%), la condition nécessaire et suffisante pour 
gu’un point a soit intérieur ad un ensemble E est qu il existe un vot- 
sinage de a appartenant entiérement a E. 

La condition est nécessaire en vertu du théoréme démontré a 
instant. Réciproquement, si un voisinage Va de a appartient a 
E, a est intérieur & une partie Va de E, donc a est intérieur a E 
par conséquent la condition est bien suffisante. 


CHAPITRE II 


ENSEMBLES OUVERTS ET FERMES DANS LES ESPACES (‘), 
LA CONDITION zz) 


Notre principal but dans ce Chapitre est d’introduire une con- 
dition que nous appellerons la condition ~) et dont la réalisation 
apporte d’importantes simplifications aux propriétés des espaces 
(%). 


§ I. Quelques définitions dans un espace (Vv). — Nous adoptons 
dans un espace (¥) les définitions suivantes qui généralisent d’une 
maniére naturelle les définitions usitées dans lespace euclidien. 

a) Un ensemble E est fermé si E' C E. Cette définition implique 
que l’espace entier et ensemble vide sont fermés. 

b) L’ensemble de fermeture d’un ensemble E est 


E=E-+E’. 

c) Nous avons déja défini la notion d’intérieur. Un point a est 
intérieur a un ensemble E s’il existe un voisinage de a appartenant 
entiérement a E (Chapitre I, § X). 

Nous avons vu que dans un espace topologique vérifiant 1° de 
I’. Riesz, c’est-a-dire dans un espace (%), on avait Videntité 

(intérieur de E) = E — [C(E)], 
dot résulte Videntité 
C(intérieur de E) = C(E) + [C(E)]' = C(E). 
d) Un ensemble E est ouvert si 
EK = intérieur de E. 


Cette définition implique que l’espace entier et l'ensemble vide 
sont ouveris. On peut dire aussi qu’un ensemble E est ouvert si 
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chaque point de E est intérieur a E, autrement dit si, pour chaque 
point a de E, il existe un voisinage de a appartenant entiérement 
a E. 
La relation 
E = intérieur de E 

équivaut a 

C(E) = C(E), 
© est-a-dire a 

[C(E)}’ C C(E). 


Par conséquent, dans un espace (%), le complémentaire @un 
ensemble ouvert est un ensemble fermé et réciproquement. 

e) Un point est extérieur 4 un ensemble E s'il est intérieur a 
C(E). On a Videntité 


(extérieur de E) = C(E) — E' = C(E). 


f) Un point est frontiére d’un ensemble E, et aussi de C(E), 
s'il n’est ni intérieur ni extérieur a E. 

Il est équivalent de dire qu’un point a est frontiére de E, ou 
appartient a la frontiére de E, si chaque voisinage de a contient 
au moins un point de E et au moins un point de C(E). On a 
Pidentité 

(frontiére de E) = C(intérieur de E) - C(extérieur de E) 
= E-C(E) = E-[C(E)] + E’- C(E). 


§ II. Sommes d’ensembles ouverts. — Théoréme. — Dans un 
espace (©) toute somme d’ensembles ouveris est un ensemble ouvert. 
En effet soient O des ensembles ouverts et soit S leur somme 


Sra 50) 


Soit a un point quelconque de S ; a appartient a un O ; done a 
est intérieur a cet O ; or nous savons que tout point intérieur a 
une partie d’un ensemble est intérieur a cet ensemble ; donc a est 
intérieur & S. Par conséquent S est ouvert. ie re end) « 

Application : Soit E un ensemble quelconque de points d’un 
espace (). La somme O de tous les sous-ensembles ouverts de E 
est un ensemble ouvert qui peut étre vide ; nous poserons 


O = le plus grand sous-ensemble ouvert de E. 
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Tout point de O est intérieur a O et par conséquent intérieur a. 


E ; on a done 
O C intérieur de E CE. 


Par conséquent la condition nécessaire et suffisante pour que 
O = intérieur de E 


est que l’intérieur de E soit ouvert. 


§ III. Produits d’ensembles fermés. — Théoréme. — Dans un 
espace (%) tout produit d’ensembles fermés est un ensemble ferme. 

Nous allons déduire cette proposition du théoréme analogue du 
§ II en nous servant des complémentaires. Soient F des ensembles 
fermés et @ leur produit. Comme le complémentaire d’un produit 
est la somme des complémentaires des facteurs, nous avons 


Les C(F) sont ouverts comme complémentaires d’ensembles 
fermés ; donc C(£) est ouvert en vertu du théoréme du § II, done 
€ est fermé. é; CUOn RD 


Application : Soit E un ensemble quelconque de points d’un 
espace (%). Le produit F de tous les ensembles fermés contenant 
E est un ensemble fermé contenant E. Nous poserons 


F = le plus petit ensemble fermé contenant E. 
On a, en tenant compte de la condition 1° de F. Riesz, 
FDES Bt 
D’ot 
FDE. 
On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour que 
F = E est que E soit fermé. 





§ IV. La condition ~). — Nous appellerons ainsi la condition 
suivante susceptible d’étre imposée a Popération de dérivation 
dans un espace (%) : 

a) Tout ensemble de fermeture K = E + KE’ est ferme. 

Il serait facile de constater que espace euclidien et presque tous 
les espaces abstraits importants étudiés jusqu’a ce jour (espaces 
accessibles de M. Fricuers, espaces de Hausdorff, espaces distan- 
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ciés etc.), sont des espaces (©) vérifiant a). Nous verrons que les 
espaces (V) vérifiant ~) jouissent de propriétés particuliérement 
simples et élégantes et qu’on peut leur étendre un grand nombre 
de propriétés d’espaces moins généraux. 

Tenant compte de nos définitions ainsi que du résultat obtenu 
& la fin du § I[I nous voyons que * la condition a) équivaut, dans un 
espace (%), a une quelconque des deux identités suivantes concues 
comme ayant lieu quel que soit l'ensemble E : 


E=E. 
E = le plus petit ensemble fermé contenant E. 
Remarquons encore que, dans un espace (%) vérifiant a), la fron- 
taére d’un ensemble E peut se mettre sous la forme d’un produit 
de deux ensembles fermés (§ I, f). 


Par conséquent, * dans un espace () vérifiant x), la frontiére d’un 
ensemble quelconque est un ensemble fermé. 


§ V. La condition z,). — Tenant compte de l’identité sui- 
vante obtenue plus haut dans un espace (%) : 


C(intérieur de E) = C(E), 


et tenant compte du fait que, dans un espace (%), le complémen- 
taire d’un ensemble ouvert est un ensemble fermé et réciproque- 
ment, nous voyons que : 

* Dans Vespace (%) le plus général la condition a) est équivalente 
a la suivante : 

4). L’intérieur @un ensemble quelconque est ouvert. 

Cette condition «,) peut s’exprimer par l’identité : 


(intérieur de E) = intérieur de l’intérieur de E. 


En vertu du résultat obtenu 4 la fin du § II, nous voyons aussi 
que, *dans un espace (%), la condition a,) [et par conséquent la con- 
dition «)| équivaut a Videntité suivante : 


(intérieur de E) = le plus grand sous-ensemble ouvert de E. 


§ VI. La condition «,). — Nous appellerons ainsi la condition 
suivante qui porte directement sur les familles de voisinages : 

a) Pour tout point a et tout voisinage Va de a, il existe un votst- 
nage Wa de a tel que, pour tout point b de Wa, il existe un voisinage 
V» de b appartenant entiérement a Va. 
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Dans cette condition chaque point appartient par hypothése a 
tous ses voisinages, comme nous le supposons toujours (+). L’inté- 
rét de cette condition a) provient du fait que, dans l’espace (%) 
le plus général, elle est équivalente a 2). Cette équivalence sera 
démontrée au § suivant. 

Remarque. — Tenons compte du fait que, dans un espace (%), 
un point a est intérieur 4 un ensemble E s’il existe un voisinage de 
a appartenant entiérement 4 E ; nous voyons alors que la condi- 
tion a) peut se mettre successivement sous les deux formes sui- 
vantes qui lui sont équivalentes dans un espace (%) : 

Pour tout point a et tout voisinage Va de a, il existe un voisi- 


nage Wa de a tel que 
W., C intérieur de V,. 


Ou finalement : 
Pour tout point a et tout voisinage Va de a on a: 


a € intérieur de l’intérieur de V,. 





§ VII. * Equivalence de «) et de ~,) dans un espace (0). — Théo- 
réme. — Dans un espace (%) ou lintérieur d’un ensemble quel- 
conque est ouvert, les familles de voisinages vérifient nécessaire- 
ment a). 

En effet, considérons un espace () ot l’intérieur d’un ensemble 
quelconque est ouvert, et soient, dans cet espace, un point a et 
un voisinage Va de a. Alors l’intérieur de Va est ouvert. D’autre 
part, dans un espace (%), chaque point est intérieur 4 chacun de 
ses volsinages. On a donc : 


a € intérieur de V, = intérieur de l’intérieur de V,. 


Par conséquent les familles de voisinages vérifient a). 
C..Q Fo De 


Théoréme réciproque. — Dans un espace () ow les familles de 
voisinages adoptées vérifient 2), Pintérieur d’un ensemble quel- 
conque est ouvert. 

En effet, soit un espace (0) ot les familles de voisinages adop- 
tées vérifient a), et soit un ensemble quelconque E de points de 
cet espace. Nous avons deux cas possibles : 


(1) Cette condition (a) avait été considérée par M. Frécuet (E. A., p. 184). 
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1° cas. L’intérieur de E est vide. 

Alors Pintérieur de E est ouvert. 

2° cas. L’intérieur de E n’est pas vide. 

Soit alors a un point quelconque de lintérieur de E. II existe 
un voisinage Va de a tel que 


A a OR 


Or nous savons que tout point intérieur A une partie d’un 
ensemble est intérieur & cet ensemble ; on a donc : 


intérieur de V, C intérieur de E, 
intérieur de l’intérieur de V, C intérieur de l’intérieur de E. 


En vertu de a) ona 


a € intérieur de l’intérieur de V,, 
d’ou 
a € intérieur de l’intérieur de E. 


Done l’intérieur de E est ouvert. 
CS Oe Pe ia 


On peut condenser en un seul énoncé Jes deux théorémes pré- 
cédents en disant que, *dans un espace (%), la condition x.) équi- 
vaut a la condition a,). Nous avons donc le théoréme suivant : 

** Dans Vespace (%) le plus général les trois conditions ~), 2), a) 
sont entiérement équivalentes. 

Autrement dit, tout espace (%) satisfaisant 4 l'une quelconque 
de ces trois conditions, satisfait nécessairement aux deux autres. 

Remarque. — Nous venons de démontrer |’équivalence de la 
condition «) qui porte directement sur lopération de dérivation, 
et de la condition 2,) qui porte directement sur les familles de 
voisinages. Si donc a.) est vérifiée pour un certain choix des familles 
de voisinages, ~)) ne cessera pas d’étre vérifiée si l’on remplace ces 
familles par des familles équivalentes relativement a l’opération de 
dérivation. 


§ VIII. Le probléme de M. Tumarkin. — Ce probléme consiste 
dans la question suivante : 

A quelle condition l’opération de dérivation dans un espace (%) 
doit-elle satisfaire pour que l’on puisse y adopter des familles de 
voisinages exclusivement constituées par des ensembles ouverts ? 
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M. TumarkIN (!) a démontré que les espaces (%) satisfaisant a 
cette condition sont ceux qui vérifient a). 

Le résultat précédent est une conséquence des deux théorémes 
suivants : 

Théoréme. — Si dans un espace (%) on peut adopter des familles 
de voisinages exclusivement formées d’ensembles ouverts, cet 
espace () vérifie 2). 

En effet adoptons dans cet espace (%) des voisinages qui soient 
tous ouverts, et considérons alors dans cet espace un point a et un 
voisinage Va de a. Nous pouvons écrire : 


a € V, = (intérieur de V,) = intérieur de l’intérieur de V,. 


Done les voisinages adoptés vérifient a) ; done notre espace (%) 
vérifie 2). 

Gs 30...Beu. 

* Théoréme réciproque.— Soit un espace (%) vérifiant x), et soient, 
dans cet espace, un point a et une famille admissible } Va{ de voisi- 
nages Va de a; on peut alors prendre comme famille de voisinages 
de a équivalente a la précédente, la famille }Ya} des ensembles 


%, == intérieur de V, 


et les Ya sont tous ouverts. 

En effet tout d’abord, puisque ~) équivaut A ,), les Ve sont 
tous ouverts. Il nous reste done 4 démontrer l’équivalence des 
deux familles } Va} et } Va}, et pour cela il nous faut montrer que 
tout Va contient un Va, et que tout Ve contient un Va. 

D’abord tout Va contient un Vas a savoir l’intérieur de Va. 

Réciproquement donnons-nous un 


, == intérieur de V,,. 


Puisque «) équivaut & a), la famille Ve} vérifie a); donc, en 
vertu de la seconde forme de la condition a) donnée au § VI, il 
existe un voisinage Wa appartenant A la famille ! Va} tel que 


W. C (intérieur de V,) = %). 


Done tout ‘s contient un ensemble de la famille } Vo}. 


Go'G.) Fen, 


bo Gs) Voids. cA pas. 
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Le dernier théoréme entraine le corollaire suivant : 

* Dans un espace (%) vérifiant ~), la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu’un point a soit point d’accumulation d’un ensemble 
E est que tout voisinage de a contienne da son intérieur au moins 
un point de E distinct de a. 


A. APPERT. 


CHAPITRE III 


COMPARAISON DE LA CONDITION « TOUT ENSEMBLE DE 
FERMETURE EST FERME » AVEC LA CONDITION « TOUT 
ENSEMBLE DERIVE EST FERME » 


§ I. Les conditions 2° et 3° de F. Riesz. — Nous appellerons 
ainsi les conditions suivantes : 

2° de F. Riesz. — Tout point d’accumulation de la somme de 
deux ensembles est point d accumulation de lun au moins de ces 
deux ensembles. 

3° de F. Riesz. — Tout ensemble n’ayant qu’un seul élément 
n'a pas de point d’accumulation. 

Remarquons que l’ensemble des conditions 1° de F. Rrxsz 
(définie au Chapitre I) et 2° de F. Riesz équivaut, comme on le 
voit sans peine, & l’identité 


(E+ F)=E'+F’. 
Comme tout espace (V) vérifie 1° de F. Riesz nous voyons que 


la condition 2° de F. Riesz équivaut dans un espace (0) a Videntité 
ci-dessus c’est-d-dire a la distributivité de Vopération de dérivation. 


§ II. La condition 6). — Nous appellerons ainsi la condition 
suivante (?) : 

B) Tout ensemble dérivé est fermé. 

Cette condition est & rapprocher de notre condition : 

a) Tout ensemble de fermeture est fermé. 

a) et 6) sont toutes deux vérifiées dans de nombreux espaces 
abstraits. (espaces euclidiens, espaces distanciés, espaces acces- 
sibles). Nous allons démontrer que : 


(*) Etudiée par M. Frécuer (BE. A., p. 183). 
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* Les conditions «) et 8) chevauchent dans Vespace (%) le plus 
général. 

Nous entendons par ]& qu’un espace (V) peut vérifier «) sans 
vérifier 6), et qu’un espace (%) peut vérifier 6) sans vérifier a). 
Ceci résulte des deux exemples su vants. 





§ III. * Exemple d’un espace (¥) vérifiant ~) sans vérifier 6). 
Appelons espace ( ,) un espace (%) formé des points 


ae a_s, a1, Qo, Qa, cor, An, eee 


ou n peut prendre toutes les valeurs entiéres > 0, <0 et = 0. 
Pour compléter la définition de espace (&,) nous attachons & 
chaque point a, deux voisinages, l’un (a,) + (a,-,), l’autre 
(da) + (n+). 

On voit sans peine que tous les voisinages adoptés dans I’es- 
pace (&,) sont des ensembles ouverts. Par conséquent l’espace 
(8,) vérifie <). 

Ceci posé, dans l’espace (,), la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que a, soit point d’accmulation d’un ensemble E est 
que E contienne & la fois les deux points a,—, et @,4,. Considé- 
rons alors l’ensemble 


e = (a1) + (a3) + (as) 
on a 
e' = (a2) + (as), 
e’’ = (as). 


On n’a pas e” C e’, donc e’ n’est pas fermé et l’espace (8,) ne 
vérifie pas (3). 

Remarque. — L’espace (&,) vérifie évidemment la condition 3° 
de F. Riesz, mais il ne vérifie pas la condition 2° ; en effet a, par 
exemple est point d’accumulation de (a,) + (as) sans étre point 
d’accumulation ni de (a,) ni de (as). 


§ IV. * Exemple d’un espace (%) vérifiant 3) sans vérifier «). — 
Appelons espace (&,) un espace () formé des trois points a, b, ¢ 
et ow nous définissons les voisinages de la fagon suivante : 


nous attribuons a c un seul voisinage V, = (c), 
nous attribuons a b un seul voisinage V, = (b) + (c) 
et nous attribuons aa deux voisinages V!==(a)+-(b) et Va=(a) + (c). 
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Si alors nous désignons par E un ensemble non vide quelconque 
de points de l’espace (&,), nous n’avons que sept cas possibles : 


4) E=(a), alors E'=0, 
2) E = (5), alors E’=0, 
3). E==(); alors E' = (bd), a Et a= 0, 
4) E = (a) + (0d), alors E'=0, 
5) E=(a)+ (0), alors E' = (bd), ob ieee U; 
6) E = (6) + (c), alors E’=(a)+(b), et E"’=0, 


7) E=(a)+(b)+(c), alors E'=(a)+ (bd), et jl 


Dans chacun des sept cas ci-dessus, E’ est fermé ; donc l’espace 
(8,) vérifie (3). 
Par contre on a dans le cas 3) 
E=(c), E+E =(b)+(c), (E+E) =(a) + (9), 


donc, dans ce cas, E + E’ n’est pas fermé. Par conséquent l’es- 
pace (8) ne vérifie pas ~) et ne vérifie donc ni a) ni a). 


§ V. Cas des espaces (0) vérifiant 2° de F. Riesz. — Nous allons 
démontrer que, * dans un espace () vérifiant la condition 2° de 
F., Riesz, la condition () entraine la condition x), mais que a) n’en- 
iraine pas (2). Ceci résulte du théoréme et de l’exemple suivants : 

* Théoréme. — Si un espace (V) vérifie 2° et () il vérifie «). 

En effet, soit dans un tel espace un ensemble quelconque E. 
En vertu de 2° la dérivation est distributive, de sorte que l’on a 


(E + E)'=E' + E’ 





et on a en vertu de f) 
E’+ E"=E', 
d’ou 
(E+E) CE+E’. 
O40. Rep, 

Exemple. — Appelons espace (5) un espace (¥) dont les points 
sont les éléments d’un ensemble donné quelconque P (comprenant 
plus de deux éléments), et ou nous attribuons a chaque point a 
un voisinage unique 

V. = P = espace entier. 

On vérifie sans peine que cet espace (85) est un * exemple d’ espace 

(0) vérifiant 2° de F. Riesz et x) sans vérifier 6). 


On peut remarquer que l’espace (8) ne vérifie pas 3° de F. Rissz. 
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§ VI. Sur un cas d’équivalence de «) et de 6). —Tutorime. — 
* Dans un espace (%) vérifiant 2° et 3° de F. Riesz la condition 3) 
équivaut a la condition a) et par conséquent aussi a a) et d a). 

En vertu des résultats obtenus au § précédent et au Chapitre II 
il nous suffit de démontrer que, dans un tel espace, ~) entraine (3). 
Soit done un espace (V) vérifiant 2°, 3° et ~), et soit un ensemble 
queleonque E de points de cet espace. 

On a, en vertu de la condition 1° de F. Rirsz vérifiée par tout 
espace (%), 





E’ Cc (E + E’)' 
et on a, en vertu de a), 
hatky CBE, 
d’ou 
(4) E’'C E+E’. 
Soit a un point quelconque de E’’ ; nous avons deux cas pos- 
sibles : 
1°T cas : a n’appartient pas a K. 
Alors a appartient nécessairement & E’ en vertu de (1). 
2° cas : a appartient a E. 
Posons alors 
F=E— (2), 
d’ou 
E=F + (a). 
En vertu de 2° la dérivation est distributive, de sorte que nous 
avons 
E’ = F' + (a)’. 
Or (a)' est vide en vertu de 3°, on a donc 
E’ — Be: 
Wea, 
Ceci posé, la relation (1) a lieu quel que soit ensemble E ; donc 
elle a lieu aussi pour l’ensemble F, autrement dit 
P’CF+F. 


Or le point a appartient & E’’ = F”, et le point a n’appartient 
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pas 4 F ; donc le point a appartient 4 F’ = E’. Ainsi dans le 2¢ 
cas comme dans le 1° cas le point a appartient 4 EB’; donc E” C EB’. 
caiower> D./(*) 


§ VII. Sur diverses classes d’espaces (0). — M. FRECHET a 
appelé espaces accessibles (”) les espaces (V) vérifiant les conditions 
2° et 3° de F. Riesz et la condition {). 

D’aprés le théoréme précédent on voit que l’on obtient une 
définition équivalente 4 la précédente en y remplagant la condition 
{) par la condition a) sous l’une quelconque de ses formes. 

La suite de cet ouvrage nous permettra de constater que 
presque toutes les propriétés importantes des espaces accessibles 
peuvent s’étendre aux espaces (¥) vérifiant seulement les condi- 
tions 2° de F. Riesz et «). Il est donc intéressant de remarquer 
que l’exemple des espaces (83) et (&,) envisagés plus haut montre 
que * la classe des espaces (%) vérifiant 2° de F. Riesz etx) est effec- 
tivement plus générale que celle des espaces accessibles mais effec- 
tivement moins générale que celle des espaces (%) vérifiant <). 


(1) On doit 4 M. Frécuet la démonstration de l’équivalence des conditions 
6) et 2) dans le cas d’un espace (%) vérifiant 2° et 3° (« Sur la notion de 
voisinage dans les ensembles abstraits » Bull. Sc. math., t. XLII, 1918, p. 138- 
156). On lui doit aussi une démonstration directe de l’équivalence de 8) et de 


a1) dans le méme cas (« American journ. of math.» vol. L, janvier 1928, p. 59). 
(*?) E. A., p. 185. 


CHAPITRE IV 


ETUDE DE LA DEUXIEME CONDITION DE F. RIESZ 


Notre principal objet dans ce Chapitre est de mettre la condi- 
tion 2° de F. Riesz sous diverses formes intéressantes en elles- 
mémes et dont plusieurs seront utilisées ultérieurement. ; 

§ I. La condition 2°. Nous avons vu au début du Chapitre 
précédent que la condition 2° de F. Rigsz a savoir : 

2° Tout point d’accumulation de la somme de deux ensembles est 
point d’accumulation de lun au moins de ces deux ensembles. 

Equivaut, dans un espace (¥), & l’identité suivante 


(E+ F)'=E'+F, 





ce’est-a-dire & la distributivité de lopération de dérivation. 


§ II. La condition (2°),.— Nous allons démontrer que, * dans 
un espace (%), la condition 2° de F. Riesz équivaut a la suivante : 

(2°),. L’opération de fermeture est distributive, autrement dit on 
a Videntité 


(4) E+F=E-+F. 
En effet, considérons d’abord un espace (%) vérifiant 2°. Dans 
un tel espace on a l’identité 
(E + F) =E'+F, 
d’ot résulte évidemment lidentité (4). 
Réciproquement considérons un espace (V) ov la relation (1) a 


lieu quels que soient les ensembles E et F. Soit alors a un point 
quelconque de (E + F)’, nous poserons 


e= E— (a), f= F — (a). 
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Par hypothése la relation (1) est vérifiée aussi pour e et f, autre- 
ment dit : 
(2) e+f+(e+f) =(e+e)+ (+f). 

Tenant compte de la condition b) imposée par nous au Chapitre I 
A tout espace topologique (et qui est vérifiée dans tout espace (‘)), 
nous voyons que a € (e + f)'; or an’appartient ni aenia f ; donc, 
en vertu de (2), a € e’ + f’. Si nous tenons encore compte de la 
condition 6), nous voyons que ae€ E’ + F’. Done 

(E+F) CE'+F. 
Donec notre espace (¥) vérifie la condition 2°. 
GiiGs FAD: 


*§ III. La condition (2°),. Nous venons de voir que, dans 
un espace (), la condition 2° de F. Riesz équivaut a l’identité 





(1) E+F=E+F. 


Remplacons, dans cette identité, E par C (E) et F par C (F) ; 
Videntité (1) devient 


as 


(4)' C(EF) = C(E) + C(F). 


Ceci posé, rappelons l’identité vraie dans tout espace (V) et qui 
nous a servi si souvent : 


C(intérieur de E) = C(E). 
Tenant compte de cette identité, (1)' devient : 
C(intérieur de EF) = C(intérieur de E) + C(intérieur de F), 
ou bien : 
(3) (intérieur de EF) = (intérieur de E)(intérieur de F) 


Nous concluons de 1a que la condition 2° de F. Riesz équivaut, 
dans un espace (), a lidentité (3). Autrement dit, * la condition 
2° de F. Riesz équivaut, dans un espace (%), ala suivante : 

(2°),. L’intérieur de tout produit de deux ensembles est le produit 
des intérieurs de ces deux ensembles. 

On obtient évidemment une condition équivalente a (2°), en y 
remplagant les mots « deux ensembles » par les mots « nombre fini 
d’ensembles ». 
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§ IV. La condition (2°),. Nous allons démontrer que, dans 
un espace (V), la condition 2°de F. Riesz équivaut a la suivante (1) : 

(2°);. Pour tout point a et tous voisinages Va et Wa de a, il existe 
au moins un voisinage de a appartenant entiérement a la fois a 
Va et Wa. 

Démonstration. — Il nous suffit de démontrer l’équivalence, 
dans un espace (¥), des conditions (2°), et (2°),. 

1) Considérons d’abord un espace (¥) vérifiant (2°),. On a dans 
un tel espace pour tout point a et tous voisinages Va et Wa de a: 





(intérieur de V,W,) = (intérieur de V,)(intérieur de W,). 


Comme, dans un espace (V), chaque point est intérieur & chacun 
de ses voisinages, a est intérieur 4 la fois 4 Va et & Wa; donc 


a € intérieur de V,W.,. 


Done il existe un voisinage de a appartenant entiérement au 
produit Va Wa ; autrement dit notre espace (V) vérifie (2°). 

2) Réciproquement considérons un espace () ot les familles 
de voisinages adoptées vérifient (2°),. Soient alors, dans cet espace, 
deux ensembles quelconques E et F, et soit a un point arbitraire 
du produit 


(intérieur de E) (intérieur de F). 
Alors il existe deux voisinages Va et Wa de a tels que 
Wore Io. (6b ~We C.F. 
En vertu de (2°); il existe un voisinage Va de a tel que 
3 cia A aoe Ae 
donc a est intérieur 4 EF ; par conséquent : 


(intérieur de E)(intérieur de F) C intérieur de EF. 


Or nous savons que, dans un espace (0), tout point intérieur a 
une partie d’un ensemble est intérieur 4 cet ensemble ; nous avons 
donc aussi : 


(intérieur de EF) C (intérieur de E) (intérieur de F). 


() Cette forme de la condition 2° de F. Riesz a été obtenue par M. FRECHET 
(« Sur la notion de voisinage dans les ensembles abstraits » Bull. sc. math, 
t. XLII, 1918, p. 138-156.) 


96 PROPRIETES DES ESPACES ABSTRAITS LES PLUS GENERAUX 


D’ou finalement : 


(intérieur de EF) = (intérieur de E) (intérieur de F). 


Nous en concluons que, dans un espace (%), (2°); entraine (2°). 
CenQu F.2D; 


§ V. La condition (2°), — Nous allons donner a la condition 
2° de F. Riesz une cinquiéme forme qui est en relation intime 
avec la « propriété de Hedrick généralisée » dont nous nous occu- 
perons plus loin. Cette forme est la suivante : 

(2°),. St a est point d’accumulation d’un ensemble F, et si a est 
en méme temps intérieur a un ensemble E, alors a est point d’accu- 
mulation du produit FE. 

Nous allons démontrer que, * dans un espace (%), les conditions 
2° de F. Riesz et (2°), sont équivalentes. 

En effet considérons d’abord un espace (%) vérifiant 2°, et 
soient, dans cet espace, deux ensembles quelconques E et F. Ona 


F = FE + FC(E). 
D’ot en vertu de 2° 
F’ C (FE) + [FC(E)}. 


Soit alors a un point appartenant & la fois & F’ et & l’intérieur 
de E ; a n’est pas point d’accumulation de FC (E), et par consé- 
quent, en vertu de la relation ci-dessus, on peut écrire : 


a €(FE)’. 


Nous avons done démontré que, dans un espace (¥), 2° entraine 
(2°),. 
Réciproquement, considérons un espace (%) vérifiant (2°),. Par 


hypothése on a dans un tel espace, quels que soient les ensembles 
EetF: 


(1) F’ - (intérieur de E) C (FE)’. 


Soient, dans cet espace, deux ensembles quelconques A et B; 
posons : 


F=A +B, E = C(A). 


La relation (4) devient : 


(A + B)'-C(A + A’) C [BC(A)y. 
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~ On en déduit en tenant compte de la condition 4° de F. Rtxsz : 


(A + B)'-C(A + A’) CB’ 
d’ou 


(2) (A+B) CA++. A’. BS 
Ceci posé, soit x un point quelconque de (A + B)’, posons 
Ay == A a (2); 


Comme la relation (2) a lieu quels que soient les ensembles A et 
B, on peut écrire : 


(Ay Ta B)’ CA, + A’; +B’. 


En vertu de la condition 5) imposée a tout espace topologique 
on a x¢€(A, + B)’, et comme zx n’appartient pas a Aj, on a 
z € A,’ + B’. Tenant encore compte de la condition b), nous 
voyons que zt € A’ + B’. D’ot finalement 


(A + B)' CA'+B’. 


Nous avons donc démontré que, dans un espace (V), (2°), 
entraine 2°. 
Co Oer Pen th 
On peut résumer les résultats obtenus depuis le début de ce 
Chapitre en disant que, * dans un espace (¥), les cing conditions 2°, 
(2°);, (2°)s, (2°), et (2°), sont équivalentes. 


§ VI. La propriété de Hedrick généralisée. — On peut envisager 
une condition distincte de la condition (2°), mais de forme ana- 
logue en adoptant (') la définition suivante : 

Un espace (%) posséde la propriété de Hedrick généralisée si, 
pour tous les sous-ensembles E et F de cet espace, on a la relation 
suivante : 





F’ . (intérieur de E) C [F - (intérieur de E)]’. 


Le principal intérét de la propriété de Heprick généralisée 
consiste, nous semble-t-il, en ceci que cette propriété permet de 
caractériser l’importante classe des espaces (0) vérifiant 4 la fois 
les conditions 2° de F. Riesz et «). Nous allons en effet démontrer 
le théoréme suivant : 


(1) Avec M. Frécuet E. A., p. 211-212. 
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* Dans un espace (%) la propriété de Hedrick généralisée équivaut 
a ensemble des conditions 2° de F. Riesz et a). 

En effet considérons d’abord un espace (%) vérifiant 2° et «). 
Dans cet espace (2°), est vérifiée, autrement dit on a quels que 
soient les ensembles E et F : 


F’ . (intérieur de E) C (F - E)’. 
En vertu de «) l’intérieur de E est ouvert, autrement dit : 
(intérieur de E) = intérieur de l’intérieur de E. 


Ceci posé, remplacons dans (4) E par l’intérieur de E ; (1) étant 
vraie quel que soit E ne cessera pas d’étre vraie ; on a donc : 


(2) F’ . (intérieur de E) C [F - (intérieur de E)}’. 


Nous avons donc démontré qu’un espace (%) vérifiant 2° et «) 
vérifie nécessairement la propriété de Heprick généralisée. 

Réciproquement considérons un espace (¥) vérifiant la propriété 
de HEeprick généralisée. Dans cet espace on a par hypothése la 
relation (2) ci-dessus quels que soient les ensembles E et F ; on 
en déduit en tenant compte de la condition 1° de F. Riesz : 


F’ . (intérieur de E) C (F - E)’, 


autrement dit notre espace () vérifie (2°), et par conséquent 20°. 
D’autre part faisons dans (2) 


F = C(intérieur de E). 
(2) devient 
[C(intérieur de E)]’ - (intérieur de E) = 0. 


L’intérieur de E est donc ouvert et par conséquent notre espace 
(©) vérifie ~). Nous avons done démontré que, dans un espace 
(0), Ja propriété de Heprick généralisée entraine les conditions 
2° et a). 

Gu Qian Ps 


§ VII. Sur deux propriétés des ensembles ouverts et fermés. — 
Considérons les deux propriétés suivantes : 

Px. Toute somme d’un nombre fini d’ensembles fermés est un 
ensemble fermé. 


Pu. Tout produit d’un nombre fini d’ensembles ouverts est un 
ensemble ouvert. 
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En prenant les complémentaires on constate sans peine que, 
dans un espace (%), p; entraine py et pn entraine Pr. Autrement 
dit p; et pn sont équivalentes dans un espace (9). Nous allons 
démontrer le théoréme suivant : 

* Dans un espace (%) vérifiant 2° de F. Riesz les propriétés py, et 
Pu sont ¢raies. 

En effet, il nous suffit de démontrer que Pr est vraie dans le 
cas de deux ensembles fermés. Soient donc E et F deux ensembles 
fermés. On a 


E' CE, A aed 
et on a en tenant compte de 2°: 
(E+F)CE+FCE+F. 


Donc E + F est fermé 
SA Gsir?'D: 

Premiére remarque. — Nous allons montrer sur un exemple que 
*les propriétés pret pune s’étendent pas a Vespace(%) le plus général. 

Pour cela prenons comme espace (V) l’espace (8) étudié au 
§ III du Chapitre III. 

On vérifie de suite que, dans cet espace, les deux ensembles 
E = (a,_,) et F = (a,,,) n’ont aucun point d’accumulation et 
sont par conséquent fermés. Par contre l’ensemble 


E + F = (@y_1) + (@n41) 


admet ad, pour point d’accumulation et n’est donc pas fermé. 
L’espace (6,) est donc un espace (%) ne vérifiant pas la propriété 
pr, et il en résulte que l’espace (&,) ne vérifie pas non plus la 
propriété pr. 

Deuxiéme remarque. — Nous allons montrer sur un exemple que 
* les propriétés pr et pu s’étendent cependant a certains espaces (%) 
ne satisfaisant pas a la condition 2° de F. Riesz. 

Pour cela, appelons espace (84) un espace (V) formé des points 
fies 5 A45 Uy, Ayysee0004, Unyereeee-, 0 prenant toutes les valeurs entiéres 
> 0, = 0 et < 0, et ot on attribue & chaque point a, deux voisi- 
nages : | 

Wa, = (Gn) + (Gn41) + (Gn42); 
Wi, = (@n—1) + (dn) -F (Gn44)- 


On voit de suite que ces voisinages ne satisfont pas a la condi- 
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tion (2°),. Done lespace (84) ne vérifie pas la condition 2° de 
F. RiEsz. | 

Nous allons déterminer tous les ensembles ouverts de l’espace 
(6,). Pour cela remarquons que si E est un ensemble ouvert de 
(&,) et si da € E, alors un voisinage de de appartient 4 E, et par 
conséquent dn+, € E. Il en résulte que tout ensemble ouvert de 
espace (8,) (en dehors de l’espace entier et de l’ensemble vide) 
est nécessairement de la forme : 


(4) BE = (Gn) + (Gn4s) + (Qn42) + +++ + (Gntp) + °° 


p prenant toutes les valeurs entiéres > 0 ; et on vérifie de suite 
que tout ensemble de la forme (1) ci-dessus est ouvert. 

Ceci posé, on vérifie immédiatement que le produit d’un nombre 
fini d’ensembles de la forme (1) ci-dessus est encore de la forme (1). 
Done lespace (&,) jouit de la propriété py et il jouit par consé- 
quent aussi de la propriété px. 


CHAPITRE V 


LES ENSEMBLES DENSES EN SOI ET CLAIRSEMES 
DANS LES ESPACES (%) 


Dans les quatre Chapitres précédents nous avons défini diverses 
classes trés générales d’espaces abstraits. Nous allons maintenant 
commencer |’étude systématique des propriétés des ensembles de 
points de ces espaces. Le principal objet de la suite de ce travail 
sera d’ailleurs l’étude des ensembles appartenant soit a l’espace 
(¥) le plus général, soit 4 un espace (¥) vérifiant la condition que 
nous avons appelée a). 

Afin de simplifier le langage nous nous soumettrons, jusqu’a la 
fin de cet ouvrage, 4 la convention suivante : toutes les fois que 
nous énoncerons une définition ou un théoréme sans indiquer dans 
l’énoncé méme a quel espace cette définition ou ce théoréme 
s’appliquent, il sera toujours sous-entendu qu ils s’appliquent a 
Vespace (%) le plus général. Toutes les fois qu’une définition ou un 
théoréme ne s’appliqueront qu’& un espace (V) particulier, men- 
tion en sera faite explicitement dans chaque énoncé. 

Pour faciliter la tache au lecteur nous précisons que nos § seront 
numérotés comme plus haut avec des chiffres romains: § I, § II... ; 
mais que nos théorémes seront numérotés avec des chiffres arabes : 
1), 2), 3),..., le numérotage commencant par 1) au début de chaque 
Chapitre. 


§ I. Définitions.— Nous adoptons les définitions suivantes (’) : 

Un ensemble E est dense en soi s’il appartient 4 son dérivé EB’. 

Un ensemble E est parfait s’il est fermé et dense en soi, autre- 
ment dit s’il est identique 4 son dérivé. 


(1) Admises par M. Frécuet (E. A., p. 174). 
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Un ensemble E est clairsemé s’il ne contient aucun ensemble 
non vide et dense en soi (?). 


§ II. Sur le plus grand sous-ensemble dense en soi d’un en- 
semble. 

1) Toute somme S d’ensembles E chacun dense en sou est un 
ensemble dense en sot. 

En effet soit a un point de S ; alors il existe un E tel que 


aeEC E', 
Or 
EC'S, 


d’ou, en vertu de la condition 1° de F. Rirsz : 
E’ G s 
d’ou 
ae S. 
Donec tout point de S appartient 4 S’. 
G./QaiPe De 
Soit alors E un ensemble quelconque de points d’un espace (%) ; 
posons : 


D = somme de tous les ensembles denses en soi appartenant a E. 


En vertu de 1), D, qui peut étre vide, est un ensemble dense 
en soi appartenant & E. Nous dirons avec M. HausporrrF et 


M. FrEcuET que D est le plus grand sous-ensemble dense en soi de E. 


On a, en tenant compte de 1° de F. Rissz: 
jE a) Wal amiga ot 
d’ou 
DC] BE. 


Si EE’ est dense en soi, ce qui n’a méme pas lieu pour tout 
ensemble linéaire, on a D = EE’. Dans le cas contraire D n’est 
quwune partie de EE’. 

Nous avons les deux théorémes suivants (*)ie 





(1) Cette définition des ensembles clairsemés coincide avec la définition des 
« separierte Mengen » de G. Cantor et avec celle des « zerstreute Mengen s 
de M. Hausporrr; mais le nom d’ensemble « clairsemé » est da a M. DENsoyY. 


(?) Les théorémes 2) et 3) sont dus, dans l’espace (%) le plus général, a 
M. Sierpinski et 4M. Fricuet (E. A., p. 227). 
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2) Tout ensemble E est la somme de deux ensembles disjoints, lun 
dense en soi et l'autre clairsemé (Vun ou lV autre pouvant étre vide). 
On a en effet 


E =D + (E—D). 


Si E — D contenait un ensemble non vide H dense en sol, 
D + H serait dense en soi en vertu de 1) et D ne serait pas le 
plus grand sous-ensemble dense en soi de E. Donc E —D est 
clairsemé. 

Ca Ge ter: 


Supposons E fermé ; on peut alors écrire en tenant compte de 
19° de F. Riesz : 


DicaD Gin Cc. EB: 
Deter 
donc D’ est un sous-ensemble dense en soi de E; done D'’CD, 
et par conséquent D est parfait. Nous avons donc la proposition 
suivante : 

3) Tout ensemble E fermé est lz somme de deux ensembles dis- 
joints, l'un parfait et l'autre clairsemé (l'un ou l'autre pouvant étre 
vide). 

Remarques sur les théorémes 2) et 3). — Posons E = la droite 
euclidienne, et soit a un point quelconque de E ; on peut écrire : 


E = [E —(a)] + (a). 


E — (a) est dense en soi et (a) est clairsemé. Nous voyons ainsi 
que, méme dans le cas euclidien, il y a en général plus d’une ma- 
niére de décomposer un ensemble E en une somme de deux 
ensembles disjoints, lun dense en soi et l’autre clairsemé ; autre- 
ment dit la décomposition dont l’existence est affirmée par le théo- 
réme 2) n’est pas en général unique. 

Par contre nous allons voir que, * dans le cas trés général des 
espaces (%) vérifiant 2° de F. Riesz, la décomposition dont Vexis- 
tence est affirmée par le théoréme 3) est unique. Ce résultat est une 
conséquence du théoréme suivant : 

* 4) Soit, dans un espace () vérifiant 2° de F. Riesz, un ensemble 
quelconque E. S’il existe une décomposition E = P + Q, P étant 
parfait et Q clairsemé (l'un de ces deux ensembles pouvant étre vide), 
alors P est nécessairement le plus grand sous-ensemble dense en 
soi de E. 


A. AppERT. 3 
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Démonstration. — Soit, comme plus haut, D le plus grand sous- 
ensemble dense en soi de E. On a 


Pr D: 
d’ou 
D=P+(D—P). 
On peut écrire en tenant compte de 2° de F. RIEsz : 


D—PCDCD'CP+(D—P)=P+(D—P), 
d’ou 
D—PC(D—PY, 
de plus 
Dee Pre: 
Si donc D — P n’était pas vide, Q contiendrait l'ensemble D — P 
non vide et dense en soi contrairement a ’hypothése. D — P est 


donc vide et par conséquent P = D. 
C.POs Fa 


§ III. Sur la fermeture d’un ensemble dense en soi. 

5) Si un ensemble E est dense en sot, alors E = KE’ = un en- 
semble dense en sot. 

En effet par hypothése E CE’, d’ou en vertu de la condition 
1° de F. Riesz 

E’ ee Bh’, 
donc E’ est dense en soi. De plus 
E=E+E'=E’. 
Ci On feay 

Nous déduisons immédiatement de 5) la proposition suivante : 

*6) Dans un espace (%) vérifiant lune au moins des deux condi- 
tions a) ou 3) (définie au Chapitre III), si un ensemble KE est dense 


en soi, alors E = E' = un ensemble parfait. 


§ IV. Sur certaines propriétés des espaces denses en soi. — Con- 
sidérons les deux propriétés suivantes : 

Pm. Tout point est point d’accumulation de tout ensemble 
auquel il est intérieur. 

Pw. Tout ensemble ouvert est dense en soi. 

Nous allons démontrer le théoréme suivant : 

*7). Dans un espace (%) dense en soi et vérifiant 2° de F. Riesz, 
les propriétés Pr et Pry sont vraies. 
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En effet, en vertu de la forme (2°), de la condition 2° de F. Riesz 
(Chapitre IV, § V), on a, quels que soient les ensembles E et F, 
la relation suivante : 

F’ . (intérieur de E) C (FE). 
Faisons F = espace entier ; cette relation devient : 


(intérieur de E) C E’. 


Autrement dit pm est vraie, et par conséquent pry est vraie. 
G10. oD; 


Remarques. — * Les propriétés pm et Pr s’étendent a certains 
espaces (©) denses en soi mais ne vérifiant pas la condition 2° de 
F. Riesz. 

En effet espace (6,) défini au § VII du Chapitre IV est un 
espace (%) dense en soi mais ne vérifiant pas 2° ; de plus on voit 
de suite que dans (&,) chaque point est point d’accumulation de’ 
chacun de ses voisinages ; donc l’espace (&,) vérifie pm et par 
conséquent Pry. 

Mais * il existe des espaces (V) Jenses en sol o& ni Pm NU Pr ne 
sont vérifiées. 

En effet l’espace (6,) défini au § III du Chapitre III est un es- 
pace (%) dense en soi. Dans cet espace l’ensemble E = (a,) + (a,) 
est ouvert, mais E’ = 0; par conséquent ni Pm ni Pry ne sont 
vérifiées dans l’espace (8,). 

Remarquons enfin que dans un espace (%) qui n’est pas dense 
en soi les propriétés pm et Pry ne peuvent étre vérifiées. Nous 
savons en effet que l’espace entier_est un ensemble ouvert c’est- 
a-dire identique 4 son intérieur. 


CHAPITRE VI 


LES PROPRIETES DE CONNEXION DANS LES ESPACES (%) 


Nous étudierons dans ce Chapitre Jes ensembles bien enchainés 
et connexes ainsi que les continus appartenant a un espace (‘). 


§ I. Définitions. — Nous adoptons les définitions suivantes (°) : 
Deux ensembles E et F sont mutuellement enchainés si 


EF + E'F + E'F = 0. 





Deux ensembles E et F sont mutuellement connexes si 
EF’ + E'F <0. 


Un ensemble G est bien enchainé si, quels que soient les en- 
sembles E et F non vides, distincts et tels que G = E + F, les 
ensembles E et F sont toujours mutuellement enchainés. 

Un ensemble G est connexe si, quels que soient les ensembles 
E et F non vides, distincts et tels que G = E + F, les ensembles 
E et F sont toujours mutuellement connexes. 

Il sera commode, et d’ailleurs compatible avec les définitions 
précédentes, de considérer comme bien enchainé et connexe tout 
ensemble réduit 4 un seul point. 





§ II. Remarques sur les définitions précédentes. I] résulte 
évidemment de nos définitions que deux ensembles mutuellement 
connexes sont mutuellement enchainés, et que tout ensemble con- 
nexe est bien enchainé. Mais on sait que les réciproques de ces deux 
propositions n’ont méme pas lieu dans l’espace euclidien. 

En tenant compte de la condition 1° de F. Riesz on obtient 
immédiatement la proposition suivante (2) : 


(') Qui sont les définitions admises par M. Frécuet (B.. Az, p.475), 
(?) Parmi les propositions démontrées dans ce Chapitre VI, les théorémes 
1), 2), 3), 6), 10), 23), 24), 25), 26), 30), 32), 33), sont dus 4 M. Frécuert dans 
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1) St deux ensembles e et f sont mutuellement connexes (enchai- 
nés) et sie C E et f CF, alors E et F sont aussi mutuellement 
connexes (enchainés) (}). 

Démontrons maintenant les propositions suivantes qui nous 
seront utiles dans la suite : 

2) On obtient des définitions équivalentes aux définitions, 
données au § I, d’un ensemble bien enchainé et d’un ensemble 
connexe en y remplagant les mots « ensembles E et F distincts » 
par les mots « ensembles E et F disjoints. » 

En effet soit G un ensemble tel que, quels que soient les ensem- 
bles E et F non vides, disjoints et vérifiant 


G=E-+ F, 


E et F soient toujours mutuellement connexes (enchainés). 
Considérons alors une décomposition 


G=e+f 


ou e et f sont non vides et distincts mais pas nécessairement 
disjoints. L’un au moins des ensembles e ou f est différent de G ; 
nous pouvons supposer par exemple que e = G. Alors 


G=e-+ (f—e), 


e et (f —e) étant non vides et disjoints. Alors, par hypothése, 
e et (f—e) sont mutuellement connexes (enchainés), et, par 
suite de la proposition 1), il en est de méme pour e et f. L’équiva- 


lence annoncée en résulte. 
CUOHEMD: 


3) Si tout couple de points dun ensemble G appartient a un sous- 
ensemble connexe (bien enchainé) de G, alors G est connexe (bien 
enchainé). 


Vespace (0) le plus général. Quelques autres propositions, en particulier 15), 
19), 21), 22) et 28), ont été démontrées par M. Frécuer dans le cas des espaces 
accessibles et seront étendues par nous a des cas effectivement plus généraux. 
(Pour les résultats obtenus par M. Frécuer, consulter par exemple E.A., p. 175- 
176, p. 228-229. et p. 243-244). 

(1) Dans cet énoncé les parenthéses signifient que l’on a une premiére propo- 
sition vraie en supprimant partout le mot « enchainés » entre parenthéses, 
et une deuxiéme proposition vraie en remplacant partout dans la premiére 
« connexes » par « enchainés », Nous emploierons souvent ce procédé des pa- 
renthéses pour condenser deux définitions, deux propositions et méme deux 
démonstrations en une seule. 
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En effet soit G—=E + F, les ensembles E et F étant non vides 
et disjoints ; soient de plus a un point de E et b un point de F. 
Il existe alors un ensemble g connexe (bien enchainé) contenant 
aet bet tel que gC G. Ona 


g= gE + gf, 


gE et gF étant non vides et disjoints. gE et gF sont donc mu- 
tuellement connexes (enchainés), et il en est de méme pour E et F 
en vertu de 1). Donec G est connexe (bien enchainé). 
C.07- Fed? 


4) Deux ensembles E et F fermés et disjoints ne peuvent étre nt 
mutuellement connexes ni mutuellement enchainés. 

On a en effet : 

E OE, OPRGHe ehBee 0 
dou 
EF’ + EF + E'F’ = 0. 
CH FD: 

5) Deux ensembles E et F ouverts et disjoints ne peuvent étre 
mutuellement connexes, mais ils peuvent étre mutuellement enchainés, 

On a en effet F C C(E). En vertu de la définition d’un ensemble 
ouvert, les points de E ne sont points d’accumulation d’aucun 
sous-ensemble de C (E) ; donc EF’ = 0. On montrerait de méme 
que E’F = 0. Donec E et F ne sont pas mutuellement connexes. 

Par contre deux ensembles E et F ouverts et disjoints peuvent 
étre mutuellement enchainés ; il suffit pour le voir de prendre 
pour E et F les intérieurs de deux cercles du plan euclidien exté- 


rieurs l'un 4 l’autre et tangents. 
GQ. “Fr D. 


§ III. Les continus. — Commengons par démontrer les pro- 
positions suivantes : 

6) Il y a identité entre un ensemble fermé bien enchainé et un 
ensemble fermé connexe. 

En effet il nous suffit évidemment de démontrer que tout en- 
semble fermé bien enchainé est connexe. Soit donc G un ensemble 
fermé et bien enchainé, et soit G = E + F, les ensembles E et F 
étant non vides et distincts. On a: 


EF + EF + E'F’ = 0. 
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Tenant compte de la condition 1° de F. RrEsz, nous voyons que : 


E'F’ C G’ CG=E+F. 
D’ot 
EF’ CEF’ + E'F. 
On peut done écrire 
EF + EF = EF + EF + BF’ = 0. 
Done G est connexe. 
CL sak Flaky; 


*7) Tout ensemble G fermé et non conneze est décomposable en 
une somme de deux ensembles E et F non vides, fermés et disjoints. 

En effet il existe deux ensembles E et F de somme G, non vides, 
disjoints et non mutuellement connexes. On a: 


BE = 0, E’F = 0 
et en vertu de la condition 1° de F. Rigesz: 


E' CG CG=E+F 
FCG’ CG=E-+F. 
D’ot 
E'CE 
ek, 
CQ; FD 

Nous déduisons de 6) et de 7) en tenant compte de 4) le résultat 
fondamental suivant : 

* 8) Il y a identité entre un ensemble fermé bien enchainé, un 
ensemble fermé connexe et un ensemble fermé indécomposable en 
une somme de deux ensembles non vides, fermés et disjoints. 

Nous appellerons continu un ensemble fermé bien enchainés (?). 

D’aprés le théoréme précédent il est équivalent, dans un es- 
pace (¥), de définir un continu comme un ensemble fermé connexe, 
ou comme un ensemble fermé indécomposable....... 


(?) Dans une de nos Notes précédentes (Comptes rendus de l’Acad. des s¢., 
t. CLX XXXVI, p. 1205, séance du 24 avril 1933) nous avions appelé « continu » 
un ensemble fermé bien enchainé et contenant plus d’un point. Nous croyons 
devoir supprimer cette derniére restriction qui est une source de complications 
inutiles. 
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Application a l’espace entier. — Appliquons les résultats précé- 
dents au cas de l’espace (Y) tout entier qui, nous le savons, est 
a la fois ouvert et fermé. En vertu des résultats précédents il est 
équivalent d’admettre qu’un espace (V) est bien enchainé, ou 
bien quwil est connexe, ou bien qu’il est un continu. 

Nous allons démontrer les propositions suivantes : 


9) Tout espace (0) qui n’est pas un continu est décomposable 
en une somme de deux ensembles non vides, disjoints et tous deux 
a la fois ouverts et fermés. 


En effet tout espace (0) qui n’est pas un continu est décompo- 
sable en une somme de deux ensembles E et F non vides, fermés 
et disjoints ; E et F sont ouverts comme étant chacun le compleé- 
mentaire d’un ensemble fermé. 

HA « Soh PAD 1 


10) Pour qu’un espace (%) soit un continu il faut et il suffit qu'il 
ne contienne aucun ensemble a la fois ouvert et fermé, en dehors de 
Vespace entier et de l'ensemble vide. 


En effet, supposons qu’un espace (V) contienne un ensemble E 
non vide, distinct de l’espace entier et 4 la fois ouvert et fermé ; 
alors le complémentaire C (E) de E est aussi non vide et 4 la fois 
ouvert et fermé ; E et C (E) ne sont done pas mutuellement con- 
nexes en vertu de 4) ; donc l’espace (VY) considéré n’est pas con- 
nexe. Notre condition est done bien nécessaire. D’autre part 
notre condition est suffisante en vertu de 9). 

C. Q. F. D. 


§ IV. Les ensembles ouverts connexes et ouverts bien enchainés. 
— Tout ensemble ouvert connexe est évidemment un ensemble 
ouvert bien enchainé. Mais la réciproque de cette proposition n’a 
méme pas lieu dans le cas euclidien. I suffit pour le voir de con- 
sidérer l’ensemble G somme des intérieurs de deux cercles du plan 
euclidien extérieurs l’un 4 l’autre et tangents. Cet ensemble G est 
ouvert et bien enchainé mais n’est pas connexe. 

Nous allons démontrer les deux propositions suivantes analogues 
ati)Fe 

* 11) Dans un espace (¥) satisfaisant a la condition 2° de F. 
Riesz tout ensemble G ouvert et non connexe est décomposable en 
une somme de deux ensembles E et F non vides, ouverts et disjoints. 
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En effet il existe deux ensembles E et F de somme G, non vides, 
disjoints et non mutuellement connexes. On a: 


C(E) = F + CG). 
D’ot en tenant compte de la condition 2° de F. Rresz: 
[C(E)! C F’ + [C(G)’. 


G étant ouvert, on a 
[(G) ’ CC(G) CCE); 
de plus ona EF’ = 0, d’ou F’ C C(E), d’ou finalement 
[C(E)}' C C(E). 


E est donc ouvert, et on montrerait de méme que F est ouvert. 
rou er Mi, 


* 12) Dans un espace (©) satisfaisant a la condition 2° de F. 
Riesz, tout ensemble G ouvert et non bien enchainé est décomposable 
en une somme de deux ensembles E et F non vides, ouverts, non 
mutuellement enchainés et disjoints. 

En effet il existe deux ensembles E et F de somme G, non vides, 
disjoints et non mutuellement erchainés. On montrerait de la 
méme maniére que pour la proposition 11) que E et F sont ou- 
verts. 

Capo. 08. Ds 

On déduit sans peine des résultats précédents, en tenant compte 
de 5), les deux théorémes suivants : 

* 13) Dans un espace (V) satisfaisant a la condition 2° de F. 
Riesz il y a identité entre un ensemble ouvert connexe et un ensemble 
ouvert indécomposable en une somme de deux ensembles non vides, 
ouverts et disjotints. 

* 14) Dans un espace (%) satisfaisant a la condition 2° de F. 
Riesz il y a identité entre un ensemble ouvert bien enchainé et un 
ensemble ouvert indécomposable en une somme de deux ensembles 
non vides, ouverts, non mutuellement enchainés et disjoints. 

Remarque. — Les propriétés d’ensembles exprimées par les 
propositions 11), 12), 13) et 14) ont été démontrées en supposant 
vérifiée la condition 2° de F. Riesz. Nous allons montrer sur un 
exemple que *ces propriétés ne s’étendent pas a@ l’espace (%) le 
plus général. 

En effet, reprenons l’espace (&,) envisagé au Chapitre III. Dans 
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cet espace l'ensemble G = (a) + (a) est ouvert ; d’autre part 
les deux ensembles (a,) et (a,) ne sont ni mutuellement connexes 
ni mutuellement enchainés ; donc G n’est ni connexe ni bien en- 
chainé. Or il n’y a qu’une maniére de décomposer G en une somme 
de deux ensembles E et F non vides et disjoints, c’est de poser: 


E = (0), F = (a) 


et E et F ne sont pas ouverts. 
CHO. FSD: 


§ V. Relations entre les propriétés de connexion et la ferme- 
ture d’un ensemble. 

* 15) Si Vensemble G est connexe (bien enchainé) et si H C G’, 
alors G + H est aussi connexe (bien enchainé). 

En effet soit G+ H = E+ F, les ensembles E et F étant 
non vides et disjoints. Nous avons trois cas possibles : 

1€¥ cas: ona EG Oet FG = 0. 

Alors EG et FG sont deux ensembles & la fois non vides, dis- 
joints et de somme G; donc EG et FG sont mutuellement con- 
nexes (enchainés). Par conséquent, en vertu du théoréme 1), E et 
F sont aussi mutuellement connexes (enchainés). 

2° cas: ona EG = 0. 


Alors EOwog 

et Choe 

d’ou, en tenant compte de la condition 1° de F. Riesz, 
GCF’; 

on en déduit que 
ECF 

dot EF’ = 0 


donc E et F sont mutuellement connexes et mutuellement 
enchainés, 


3° cas: on a FG = 0. 

On montrerait comme dans le 2¢ cas que E et F sont mutuelle- 
ment connexes et mutuellement enchainés. 

Nous voyons ainsi que, dans tous les cas possibles, E et F sont 


mutuellement connexes (enchainés). Donc G + H est connexe 
(bien enchainé). 


Cc. Q. F, D. 
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Le théoréme 15) entraine immédiatement que si un ensemble 
G est connexe (bien enchainé), son ensemble de fermeture 
G=G-+ G’ est aussi connexe (bien enchainé). Nous allons méme 
démontrer le théoréme plus précis suivant : 


* 16) Si un ensemble G est bien enchainé, alors G = G + G' 
est connexe. 


En effet soit G + G’ = E + F, les ensembles E et F étant non 
vides et disjoints. Nous avons trois cas possibles : 

4e¥ cas:ona EG Oet FG = 0. 

Alors EG et FG sont deux ensembles 4 la fois non vides, dis- 
joints et de somme G ; donc EG et FG sont mutuellement enchal- 
nés, autrement dit 


EG(FG)’ + (EG)/FG + (EG)'(FG)' <0; 
d’ou, en tenant compte de la condition 1° de F. Riesz, 
EF’ + EF+ E'FG +0; 
or GCE+F 
d’ot E'F’G' C EF’ + EF; 
nous avons done 
EF’ + E'F <0, 


autrement dit E et F sont mutuellement connexes. 
2° cas: on a EG = 0. 


Alors E.GG 

et GUE, 

d’ou, en tenant compte de la condition 1° de F. Riesz, 
GcF’ 

on én déduit que E CF, 

d’ot EP’ = 0; 


donc E et F sont mutuellement connexes. 
3° cas:ona FG = 0. 
On montrerait comme dans le 2¢ cas que E et F sont mutuelle- 
ment connexes. 
Nous voyons ainsi que, dans tous les cas possibles, E et F sont 
mutuellement connexes. Done G + G’ est connexe. 
COs Fy Ds 
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Il y a lieu de remarquer que cette proposition 16) devient une 
conséquence immédiate de 15) dans le cas d’un espace (¥) ou 
tout ensemble de fermeture est fermé, c’est-a-dire d’un espace (%) 
satisfaisant 4 la condition «). Nous savons en effet que tout en- 
semble fermé bien enchainé est connexe. D’ailleurs 15) entraine 
immédiatement que : 

*17) Dans un espace (%) vérifiant la condition x), l ensemble de 
fermeture dun ensemble bien enchainé est un continu. 

Nous allons maintenant démontrer la réciproque suivante de 
15), réciproque qui supposera il est vrai, contrairement 4 15), la 
réalisation des conditions 2° de F. Riesz et ) : 


* 18) Dans un espace (%) vérifiant les conditions 2° de F. Riesz 
et «), st Vensemble G + H est bien enchainé et si H C G’, alors 
G est bien enchainé. 


En effet, nous pouvons écrire 


G=G+G=G+H+@Q 
=G-+ H + (certains points d’accumulation de G+ H); 


donc, en vertu de 15), G est bien enchainé. Ceci dit posons 
G = E + F, les ensembles E et F étant non vides et disjoints. On 
a en vertu de 2° de F. Riesz 


G=E +F. 


E et F ont un point commun, car, dans le cas contraire, E et F 
seraient deux ensembles 4 la fois non vides (puisque E et F sont 
non vides) disjoints, fermés en vertu de «) et mutuellement en- 
chainés puisque G est bien enchainé ; et ceci est impossible comme 
nous l’avons vu au théoréme 4). Nous pouvons donc écrire 


EF=EF + EF’ + E'F + E'F’ x0, 


et, comme par hypothése EF = 0, les ensembles E et F sont 
mutuellement enchainés ; done G est bien enchainé. 


CL QD, 
On déduit immédiatement des résultats précédents que : 


* 19) Dans un espace (%) vérifiant les conditions 2° de F. Riesz 


et x), pour qu'un ensemble soit bien enchainé il faut et il suffit que 
son ensemble de fermeture soit bien enchainé. 
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En vertu de la condition «), cette proposition 19) peut se mettre 
sous la forme suivante: 
* 20) Dans un espace (%) vérifiant les conditions 2° de F. Riesz et 


x), pour qu'un ensemble soit bien enchainé il faut et il suffit que son 
ensemble de fermeture soit un continu. 


Remarque. — Considérons l’espace (%) formé des quatre points 
Ay, I, Az, Ay, eb OU On Choisit les voisinages de la facon suivante : 
a a pour voisinage unique (a) + (as), 
a, a pour voisinage unique (a,;) + (a3) + (ds), 
a; a pour voisinage unique (d:) + (a3) + (a), 
a, a pour voisinage unique (das) + (a,). 


Cet espace () vérifie la condition 2° de F. Riesz mais ne satis- 
fait pas 4 ~). On vérifie sans peine que, dans cet espace, l’ensemble 
G = (a,) + (a) n’est pas bien enchainé, tandis que 


G = (a;) + (as) + (as) -+ (a) = espace entier 
est bien enchainé et méme connexe. De plus G est fermé; G 
est par conséquent un continu. . 
Nous voyons ainsi que les conditions suffisantes pour qu’un 
ensemble soit bien enchainé, énoncées dans 18), 19) et 20), * ne sont 


méme pas suffisantes dans tous les espaces (©) vérifiant la condition 
2° de F. Riesz. 


§ VI. Sur quelques propriétés de connexion liées a la condi- 
tion 3° de F. Riesz. — Rappelons que la condition 3° de F. RiEsz 
s’énonce de la maniére suivante : 

3° Tout ensemble réduit a un seul élément a un dérivé vide. 

Nous allons démontrer le théoréme suivant : 





* 21) Dans un espace (%) vérifiant la condition 3° de F. Riesz, 
tout ensemble bien enchainé et contenant plus d’un point est dense 
en Sol. 

En effet, soit, dans un tel espace, un ensemble G bien enchainé 
et contenant plus d’un point. Soit a un point arbitraire de G. 
Alors (a) et G — (a) sont deux ensembles non vides et mutuelle- 
ment enchainés. On a donc, puisque (a)' est vide en vertu de 3°, 


(a) |G — (a) |' #0 
d’ou ae 'G—(a)! CG. 
On en déduit que GCG GC. - Oy Ps Di 
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On déduit immédiatement de 21) la proposition suivante : 


* 22) Dans un espace (%) vérifiant la condition 3° de F. Riesz, 
tout continu contenant plus d’un point est parfait. 

Remarque. — Nous allons montrer sur un exemple que * les 
propriétés 21) et 22) ne s’étendent méme pas a tous les espaces () 
vérifiant les conditions 2° de F. Riesz et a). 

En effet considérons l’espace () formé des deux points a et 6 
et o& on attribue au point a l’unique voisinage Ve = (a), et au 
point b unique voisinage Vs = (b) + (a). Cet espace vérifie les 
conditions 2° de F. Rresz et «). On constate sans peine que, dans 
cet espace, l’ensemble 

P = (a) + (b) = espace entier 
est bien enchainé et est méme un continu. Et cependant 
P’ = (b) ; ensemble P n’est donc ni dense en soi ni parfait. 
Ci: Fe Di 


§ VII. Les sommes d’ensembles connexes et d’ensembles bien 
enchainés. 


23) Si G et H sont deux ensembles chacun conneze (bien enchainé), 
et si de plus G et H sont soit non disjoints soit mutuellement con- 
nexes (enchainés), alors G + H est connexe (bien enchainé). 

En effet posons G + H = E + F, les ensembles E et F étant 
non vides et disjoints. Nous avons trois cas possibles : 

1eT cas: Nous supposons EG =~ 0 et FG = 0. 

Alors EG et FG sont deux ensembles non vides, disjoints et de 
somme G ; done EG et FG sont mutuellement connexes (enchai- 
nés) ; par conséquent, en vertu du théoréme 1), E et F sont aussi 
mutuellement connexes (enchainés). 

2° cas: Nous supposons EH = 0 et FH = 0. 

Alors EH et FH sont deux ensembles non vides, disjoints et 
de somme H ; donc EH et FH sont mutuellement connexes (en- 
chainés) ; par conséquent E et F sont aussi mutuellement con- 
nexes (enchainés). 

3° cas: Nous supposons que ni le 1° cas, ni le 2 cas ne soit 
réalisé. Ce 3° cas se subdivise en quatre autres qui sont les seuls 
possibles et que nous numéroterons I, II, III et IV: 

Cas I: On a EG = O et EH = 0. 


Ce cas est irréalisable puisque E est non vide et appartient 
aG+ H. 
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Cas IT: Ona FG = 0 et FH = 0. 
Ce cas est irréalisable puisque F est non vide et appartient a 


G+ H. 
Cas III: Ona EG = O et FH = 0, 


Alors BX tS 
BEG’ Gk 
d’ot Bei vet.) R= c: 


Ce cas est donc irréalisable si G et H sont non disjoints, puisque 
E et F ont été supposés disjoints. Si au contraire G et H sont 
disjoints, ils sont par hypothése mutuellement connexes (enchai- 
nés) ; donc E et F sont mutuellement connexes (enchainés). 

Cas IV: Ona FG = Oet EH = 0. 


Alors ECGCE 
Prove ve 
d’ou E=G et F=H. 


Les conclusions sont les mémes que dans le cas III. 

Nous voyons ainsi que, dans tons les cas possibles, E et F sont 
mutuellement connexes (enchainés); donc G+ H est connexe 
bien enchainé). G0. F. Ue 

On déduit facilement de 23) le théoréme suivant : 

24) Soit (#) une famille d’ensembles chacun connexe (bien 
enchainé) ; si deux ensembles quelconques de la famille (%) sont 
toujours soit non disjoints soit mutuellement connexes (enchainés), 
alors la somme S des ensembles de la famille (#) est connexe (bien 
enchainée). 

En effet soient a et 6 deux points quelconques de S. Alors a 
appartient & un ensemble G de la famille (#), et b appartient a 
un ensemble H de la famille (#). L’ensemble G + H est connexe 
(bien enchainé) en vertu de 23). Ainsiaet bappartiennent toujours 
& un sous-ensemble connexe (bien enchainé) de S. Donec, en vertu 


du théoréme 3), S est connexe (bien enchainé). 
Soko Mab Fee ny 





§ VIII. Les composants d’un ensemble. — Soit G un ensemble 
non vide appartenant 4 un espace (%), et soit a un point de G; 
posons : 

gs = somme de tous les sous-ensembles de G qui sont chacun 

connexe et contiennent chacun le point a. 
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ga contient le point a et est connexe en vertu de 24) ; ga peut 
dailleurs se réduire au seul point a. On peut dire que ga est le 
plus grand sous-ensemble de G qui soit connexe et contienne le 
point a. 

Nous dirons avec M. FrecuHeET (?) qui emprunte lui-méme cette 
définition a M. HausporrF, que ga est le composant de G relatif au 
point a de G. 

Ceci posé, soient a et b deux points de G, et soient ga et go les 
composants de G respectivement relatifs & a et 6. Nous avons 
deux cas possibles : 

1€™ cas: ga et go ont un point commun. 

Alors ga + gs est connexe en vertu de 23), et, en vertu de la 
définition des composants, on a 


Za + £5 C 8a 
8a + £b ar 8b 
d’ou a = £0. 


Il en résulte que ga est le composant de G relatif 4 n’importe 
quel point de ga. On peut donc parler d’un composant @ un ensemble 
sans spécifier par rapport a quel point. 

2° cas: ga et gs sont disjoints. 

Alors ga et gs ne sont pas mutuellement connexes, car, dans le 
cas contraire, ga + gs serait connexe en vertu de 23), ce qui 
contredirait 4 la définition de ga et de go. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 


25) Tout ensemble G non vide est la somme de ses composants 
qui sont des ensembles non vides, chacun connexe, deux a deux 
disjoints et deux ad deux non mutuellement connexes. 


§ IX. Quelques propriétés des composants. 
26) Les composants dun ensemble fermé sont des continus. 


En effet, soit G un ensemble fermé, soit g un composant de G 


et soit a un point de g’. On a g CG, d’ou, en tenant compte de 
la condition 1° de F. Riesz, 


aie gy GaGa Gr 
d’ou g+(a)CG. 


(1) EL A., p. 228. 
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Or g + (a) est connexe en vertu de 23) ; on a donc en vertu 
de la définition des composants: 


&§+(a)Cg,  c’est-a-dire ae g 
d’ou ge Ce. 
Done g est fermé ; et comme g est connexe, g est un continu. 
C.Q. F. D. 
* 27) Soient G et g deux ensembles non vides tels que g CG; 
su g et G — g ne sont pas mutuellement connezes et si g est connexe, 
alors g est un composant de G. 


En effet, soit @ un point de g et soit ga le composant de G 
relatif A a. On a 


BG> £e 
dou 8a = g + (fa — 8) 
avec fa —g CG—g. 


Sion avait ga — g 0, alors g et ga — g seraient mutuellement 
connexes puisque leur somme ga est connexe. Par conséquent, 
en vertu du théoréme 1), g et G — g devraient étre aussi mu- 
tuellement connexes, contrairement a l’hypothése. 

On a donc nécessairement ga — g = 0, d’ol' g = ga. 

Origa ts D. 

La réciproque de 27) n’est pas toujours vraie : plus précisément, 
si g est un composant de G, lensemble G — g étant non vide, ul 
peut cependant arriver que g et G — g soient mutuellement connexes. 
En effet considérons par exemple sur la droite euclidienne |’en- 


semble G formé du point d’abscisse 0 et des points d’abscisses * 


(n = 1, 2, 3,...), et appelons g lensemble formé du seul point 
d’abscisse 0. Alors g est un composant de G, et cependant g et. 
G — g sont mutuellement connexes. 


§ X. Sur une réciproque du théoréme 25). Nous allons 
utiliser le théoréme 27) précédent pour obtenir une proposition 
fournissant, dans un cas particulier, une réciproque au théo- 
réme 25). Pour cela nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 





Lemme. — Soient, dans un espace (%) vérifiant 2° de F. RiEsz, 
un ensemble H et une somme 


S = G; + Go + «+> + Gr 


-~ 


A. APPERT. 
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formée d’un nombre fini d’ensembles. Si S et H sont mutuelle- 
ment connexes, alors l’un au moins des Gi et H sont mutuellement 
connexes. 

En effet par hypothése, ou bien un point de S est point d’accu- 
mulation de H, et alors ce point appartient a l’un des Gi ; donc ce 
Gi et H sont mutuellement connexes. Ou bien un point de H est 
point d’accumulation de S ; alors, en vertu de 2°, ce point est 
point d’accumulation de l'un des Gi ; donc ce Gi et H sont encore 
mutuellement connexes. 

CS0ue De 

Ce lemme étant établi, la proposition que nous avons en vue 
est la suivante : 

* 28). Soient, dans un espace (%) vérifiant 2° de F. Riesz, des 
ensembles G,, G,,..., Gn non vides, en nombre fint, chacun conneze, 
et de plus deux @ deux disjoints et deux 4 deux non mutuellement 
connexes. Alors les Gs sont les composants de la somme 


S = G, + G2 + -+-+ + Gp. 


En effet, en vertu du lemme précédent, Gi et S — Gi ne sont 
pas mutuellement connexes. Puisque Gi est connexe, il en résulte, 
en vertu de 27), que Gi est un composant de S. 

CG D.atern. 


Méme dans un espace accessible, le théoréme 28) précédent ne 
s’étend pas au cas de la somme dune infinité dénombrable d’en- 
sembles Gi. Nous allons démontrer ce fait au moyen de l’exemple 
suivant : 


Soit P un ensemble infini dénombrable ; nous considérons P comme 
Yensemble des points de l’espace que nous allons définir. Nous déter- 
minons l’opération de dérivation E’ = K (E) pour les ensembles E C P 
au moyen de la convention suivante : 

Si E est fini, on pose E’ = 0. 

Si E est infini, on pose E’ = P. 

Alors on vérifie sans peine que l’opération E’ = K (E) satisfait a la 
condition b) imposée par nous a tout espace topologique, aux conditions 
41°, 2° et 3° de F. Riesz et & la condition «). Le systéme (P, K) ainsi 
défini est donc un espace accessible. 

Si nous posons P = E + F, les ensembles E et F étant non vides, 
Pun au moins des deux ensembles E ou F est infini et a pour dérivé P, 
On a donc nécessairement EF’ + E’F = 0. P est done connexe ; par 
conséquent P n’a qu’un seul composant qui est P lui-méme. Et cepen- 
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dant P est décomposable en la somme d’une infinité dénombrable d’en- 
sembles formés chacun d’un seul élément, et ces ensembles sont évi- 
demment chacun connexe, deux a deux disjoints et deux A deux non 
mutuellement connexes en vertu de 3° de F. Rigsz. 


CO. Fe 


§ XI. Quelques propriétés de connexion ow intervient 1a notion 
de frontiére. — Soit E un ensemble de points d’un espace (‘%) 
et soit C (E) son complémentaire par rapport a l’espace entier. 
Posons 

t = (intérieur de E) 
e == (extérieur de E) = intérieur de C(E). 
Ona ees, eC GE} 
C(i + e) = frontiére de E. 


Un point de t n’est point d’accumulation d’aucun sous-ensemble 
de C (E). Done un point de i n’est point d’accumulation d’aucun 
sous-ensemble de e. De méme un point de e n’est point d’accumu- 
lation d’aucun sous-ensemble de 7. Il s’ensuit que deux ensembles 
appartenant l’un a 7 et autre 4 e ne sont jamais mutuellement 
connexes. On a en particulier !a proposition suivante : 


29) L’intérieur et Vextérieur d’un ensemble ne sont jamais mu- 
tuellement connexes. 


Par contre l’intérieur et l’extérieur d’un ensemble peuvent 
étre mutuellement enchainés comme le montre l’exemple de 
Vintérieur et de l’extérieur d’un cercle dans le plan euclidien. 

Démontrons les théorémes suivants : 


30) Si un ensemble G connezxe contient au moins un point dun 
ensemble E et au moins un point du complémentaire de E, alors G 
contient au moins un point de la frontiére de E. 

En effet si G ne contenait aucun point de la frontiére de E on 
aurait 

G = Gi + Ge, 

Gi et Ge étant deux ensembles non vides, disjoints et non 

mutuellement connexes, ce qui est impossible puisque G est 


connexe. 
Go. O08. Ds 


* 31) Si Vintérieur @un ensemble E est non vide et conneze, 
cet intérieur est un composant du complémentaire de la frontiére 
de E. 
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En effet on a 
C (frontiére de E) = 7 + e. 


i et e ne sont pas mutuellement connexes et 7 est connexe ; 
donc, en vertu de 27), i est un composant de z + e. 
Cc. Q. F. D. 

Si E est ouvert il coincide avec son intérieur, et 31) prend la 
forme plus particuliére suivante : 

32) Si E est un ensemble non vide, ouvert et connexe, il est un 
composant du complémentaire de la frontiére de E. 

On déduit immédiatement de 32) que: 

33) Tout ensemble ouvert et connexe E est bien déterminé quand 
on en connait un point a et la frontiére. 


On a en effet 


E = composant relatif 4 a de C (frontiére de E) 
CoQ id 
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